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PROLOGO

El objeto de este manual es € de presentar un conjunto de formulas y tablas mateméticas
gue seguramente seran de valor para los estudiantes e investigadores en materias como las
matemdticas, fisica, ingenieria y otras. Para cumplir este proposito, se ha tenido € cuidado
de escoger aquellas férmulas y tablas que puedan ser de mayor utilidad practica prescindien-
do de las formulas atamente especializadas que raramente se emplean.

No se ha ahorrado esfuerzo para presentar los datos y formulas en forma precisa a la vez
que concisa para que se puedan encontrar con la mayor confianza y facilidad.

Los temas tratados oscilan desde los elementales hasta los avanzados. Entre los temas ele-
mentales figuran € d&gebra, la geometria, la trigonometria, la geometria andlitica y e caculo.
Entre los temas avanzados, figuran las ecuaciones diferencidles, e andisis vectoria, las series
de Fourier, las funciones gamma y beta, las funciones de Bessel y de Legendre, las transfor-
madas de Fourier y de Laplace, las funciones dlipticas y algunas otras funciones especiales
importantes. Este amplio contenido de temas ha sido acogido con e fin de poder proporcionar,
en un solo volumen, la mayor parte de los datos matematicos importantes de utilidad para e
estudiante o investigador, cualquiera que sea su area particular de interés o su nivel de apren-
dizgje.

Este libro estd dividido en dos partes principaes. En la parte 1 estdn contenidas las fér-
mulas matemdticas a tiempo que se tratan otros asuntos taes como definiciones, teoremas,
graficas diagramas, etc., que son esenciales para la correcta comprension y aplicacion de las
formulas. En esta primera parte figuran ademés amplias tablas de integrales y transformadas
de Laplace que pueden ser de gran valor para € estudiante o investigador. La parte |l contiene
tablas numéricas tdes como los valores de las funciones elementales (trigonométricas, logarit-
micas, exponenciaes, hiperbdlicas, etc) asi como también de las funciones de cardcter avanza-
do (de Bessd, de Legendre, elipticas, eic.): Las tablas numéricas correspondientes a cada fun-
cion se presentan por separado con € objeto de evitar confusiones, especialmente para € prin-
cipiante en mateméticas. Asi por gemplo, las funciones seno y coseno para angulos en grados
y minutos se presentan en tablas separadas més bien que en una sola tabla, lo cua evita a
estudiante € tener que preocuparse acerca de la posbilidad de incurrir en algin error por no
buscar en la columna o fila apropiadas.

Deseo expresar mis agradecimientos a los diversos autores y editores por haberme otorgado
el permiso de tomar datos de sus libros para emplearlos en varias de las tablas de este manual.
Las referencias apropiadas aparecen junto con las tablas correspondientes. Me halo especial-
mente agradecido del redactor, del extinto Sir Ronald A. Fisher, F. R. S, del Dr. Frank Yates,
F. R. S, y de Oliver and Boyd Ltd., Edimburgo, por € permiso para emplear datos de la ta
bla Il de su libro Statistical Tables for Biological, Agricultural and Medical Research.

Deseo ademéds expresar mi gratitud a Nicola Monti, Henry Hayden y Jack Margolin por
su  magnifica cooperacion editorial.

M. R. SPIEGEL
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Alpha
Beta
Gamma
Delta
Epsilon
Zeta
Eta
Theta
lota
Kappa
Lambda

MU

EL ALFABETO GRIEGO

A Nu

B Xi

T Omicron

A Pi

E Rho

Z Sigma

H Tau

(€] Upsilon

1 Phi

K Chi

A Psi
Omega

i

i




1.1

1.2

1.10

1.11

1.12

1.13

1.14

1.15

1.16

1.17

1.18

1.23

1.25

7 = 3,14159 26535 89793 23846 2643..

. 1\"
¢ = 271828 18284 59045 23536 0287.. . = 1lll_r.nw <1 +Z>
= base de los logaritmos naturales

2 = 1,41421 35623 73095 0488. . .

1,73205 08075 68877 2935.. .

2,23606 79774 99789 6964...

SEE A

= 1,25992 1050.. .

VB = 1,44224 9570, . .

V2 = 114869 8355. .

V3 = 1,24578 0940, . .

¢ = 28,14069 26327 79269 006. . .

¢ = 2245915 77183 61045 47342 715.. .

¢® = 15,15426 22414 79264 190.. .

logyy 2 = 0,30102 99956 63981 19521 37389. . .
log,, 3 = 0,47712 12547 19662 43729 60279. . .
logyy ¢ = 0,43429 44819 03251 82765. . .

logyy = = 0,49714 98726 94133 85435 12683...
log, 10 = In 10 = 2,30258 50929 94046 68401 7991.. .

log, 2 = In2 = 0.69314 71805 59946 30941 7232.. .

log, 3 = In3 = 1,09861 22886 68109 69139 5245.. .

y = 0.67721 66649 01532 86060 6512... = constante de Euler
= nlln’:o <1+-;- +%+ e +%—lnn>

e = 1,78107 24179 90197 9852.. . [véase 1.20]

Ve = 1,64872 12707 00128 1468.. .

\/7; = IY .}) = 1,77245 38509 05516 02729 8167..
donde T denota la funcion gamma [véanse las paginas 101-102].

I(§) = 2.67893 85347 07748...
r(}) = 3,62560 99082 21908. ..
1 radian = 180°/7 = 57,29577 95130 8232.. .°

1° = #»/180 radianes = 0,01745 32925 19943 2957.. radianes



2.1
2.2
2.3
2.4
2.5
2.6
2.7
2.8
2.9
2.10

(x +9)2= 22+ 2xy +

(x = y)?= 2% = 2xy + y?

(@ + y)3= g%+ Bay + Bwy? + ¢

(z = y)3 = 23 = 322y + 3xy? + 3

@+ y)t= gb+ 4By + 6222 + dap® + oyt

(=)t = b= dady + 6a2y? « duy® + ¥

(a:+y)5 = g5+ 5x4y + 102731[2 + 10,52”3 + 5.’2?1/4 + ys

(z—y)P=ab—

Szdy + 10232 — 10223 + BSay* = 5

(x+y)® = b + 6a5y +15x4y2 + 20233 + 162%* + bays + o
(x—y)8 =xb 6aSy + 1baty? - 20x3y3 + 15224 — 6y + b

Los resultados anteriores constituyen ¢asos especiales de’ la formula del binomio [véase la pagina 3]-

2.11
2.12
2.13
2.14
2.15
2.16
2.17
2.18
2.19

2= gl= (= YNz + ¥)

== (= - )t zy

o+ = (= + y)(at= 2y + VY

zi= yi= (z = y)lx + y)z2+ ¥?)

25 —y8 = (z = YNzt SBy+ 2%+ 2+ )

28+ Y= (z + )t w2yt 22 - oy 4 o)

28— yb = (x=y)a+ y)z?+ 2y + ¥I2- 3y + ¥?)
at+ gl gt = (0% oy + ) — 2y + WD)
o+ Yt = (224 2oy + 2x2) (22 = 2%y + 2yY)

A continuacién se dan algunas formas generales de las factorizaciones anteriores, donde n representa un nimero
entero positivo.

2.20

2.22

2.23

a2+l — y.ﬁ‘n+l

plntl 4 y2a+]

(r — yHatn 4+ p20—ly 4 20—y 4+ ..o 4 i)
{x — y)(z’ - 2y ms% + y*)(x* — 2y m% + y’)
. (1-2 - 2xy cos 23’_‘:1 +. &Fz)
(& + g)(x2s — a1y + eI —— ... oyl
2

LE
2 [ L, 2
{x+y)<x’+2xym 1+y)(x2+2a'ycos2n 1+y)

S

(x2 + 2xy cosg

tx — e + yHzn 1+ o~y + xv—3pd + oY anml iy 4 gnoiyE - o)

x— ¥z + 9 (:c" - 2xy eos% + 1,:)(,,: - 2xy cos%:— + vz)

(z’ ~ Zuy cos B L ”" + yz)

2n

x4 oy = (sﬂ + 2zy cosz—’:t- + y3>(zz + 2xy coasl + yz)

f
. [\z” + 2xy cos(2n2 Dz + yz)



Sin=1,2,8,... el factorial de 1 se define asi
3.1 n! = 1924300 eqy

Por otra parte, el factorial de cero se define asi

Sin=1,2,3, ... entonces

1)(n—2)

-1 nin —
3.3 (x+y)r = 2a» + opan—ly 4 M”’T!lxn—zuz + ( a1 A T I N L

El desarrollo anterior es llamado férmula del binomio. Se pueden emplear otros valores de n y entonces tenemos una
serie infinita [véase series binomiales, pagina 110].

La férmula 3.3 se puede escribir también

n n n
3.4 (x+uy)r = ot + <1>x"“y + (;>x"*2y2 + <3>x"‘311" + o0+ <n>y"

donde los coeficientes, Ilamados coeficientes binomiales, estan dados por

35 n __n(n—l)(n-—Z)"'(‘n—k‘I'l)_n ! ( n >
: ok = k! - ki(n-k)! = \n—k



4 LA FORMULA DEL BINOMIO vy COEFICIENTES BINOMIALES

o () +(hh) = (550)

La anterior expresién conduce al tridngulo de Pascal [véase la pagina 236).

o (D) (I (P s (R = (VAR

b (3 () (e (- ()
b (30 (DT () = ()

n " n "

)+ (D)« of5) ¢+ D) = e
"

3.15 (1)( — (2)( ) + {3) ) - “‘(—1)"*1(w)(n) = ¢

n! ny o n n.
- n - —_— 1072, P
3.16 (z|+12+ +xp) Enl!n2!'--np!xll 12 zP
donde la suma, 3, comprende todos los enteros no negativos n,, ny, . . , n, para log cuales

nt Mgt .+ My T, J



4.1 Area = ab
a
4.2 Perimetro = 2¢ + 2b
b

Fig. 4-1
4.3 Area = bh = ab sen ¢
4.4 Perimetro = %+ 2b

[

Fig. 4-3

4.5 Area

4bh = lab sen ¢
= V(s = a)(s=0)(s =)

donde &= }{a + b + ¢} = semiperimetro

4.6 Perimetro = g+ b+ ¢

4.7 Area = }h(z + b)
A

4.0 Perimeiro = a+b+h< 1 +_l__>
send  sen ¢,

=a+b + h(escy +esc o) 5
Fig. 4-4

1
1
L
I
[}
1
]
1
b
L




6 FORMULAS GEOMETRICAS

p2 208 {r/n)

4.9 Area = }nb? cotT = jmb2 = (x/ny

4.10 Perimetro = nb

Fig. 4-5

4.11 Area = gr?

4.12 Circunferencia = 2=r

Fig. 4-6

4.13 Area = i'r?a [8 en radianes)

4.14 Longitud delarco 8 = 1§ 0

V(s = a)(e=b)(s~C)
8
donde 8 = e + b +c) = semiperimetro

4.15 ry =

4.16 R = abe
4/3(s ~ a)(s ~ b)(s = O
donde 8 = J{a +6 +c) = semiperimetro v

Fig. 4-9



FORMULAS GEOMETRICAS 7

o
4.17 Ares = jnr2 sen 27" = }nrz senﬁz—
180°

. T
4.18 Perimetro = 2‘n‘rsen;; = 2nr sen——"'n

Fig. 410

o

Area de la zona sombreada = 472 (6 = sen e)

4.22 Ares =gab

12
4.23 Perimetro = 4a V1 = k?sen? 4 d K L2
0
= 27 Vi{a?+ b2) [aproximadamente]

donde k = Va2— b2/a. Véase las tablas numéricas de la pagina 254. Fig. 4-13

4.24 Area = jab
[
2 4a + Vb2 + 16a2
4.25 Longitud del arco ABC = «&Vb2+ 16a2 + %ln(—b—)A c
|
e

1.

B
Fig.~4-l4



8 F'ORMULAS GEOMETRICAS

4.24 Volumen = ghe

4.27  Area de la superficie = 2(ab+ a¢ + bc) ST T

4.28 Volumen = Ah = gbesen €

4
Volumen = w13

3
4.30  Areadelasuperficie = 4xr?

4.31 Volumen = gr2h

4.32 Area de la superficie lateral = 2xrh

7r2h
= 2] = 2L .
4.33  Volumen 7l wng = 7rih cse e
. 2zrh
4.34  Area de la supetficie lateral = 249 = seng — <orrhesce

Fig. 4-19



FORMULAS GEOMETRICAS 0

4.35 Volumen = AZ = Ak Ah csc ¢
sené@
- ph
4.34 Areade la superficie lateral = pl = o0 w=ph csc ¢

Obsérvese que las formulas 4.31 g 4.34 constituyeo casos especiales.

4.37 Volumen = }»r2h

4.38 Areade la superficie lateral = #7 V12 + k2 = ool

Fig. 4-21

Pig. 4-22

4.40 Volumen (de laregion sombreada) = §7h?(3r =~ h)

4.41 Area de la superficie = 2grh

Fig. 4-22

4.42 volumen = }rh{a? + ab + b%)

4.43 Area de la superficie lateral = (g + b) VAZ ¥ (b — O)F.
wia +b)l

Fig. 444



10 FORMULAS  GEOMETRICAS

4,44 Area del triangulo ABC = (A + B + C = g)r?

4,45 volumen = {7%a + D)(b = ap2

4,44 Area de la superficie = 72(b% « a?)

4. 47 Volumen = i-rabo

Fig. 4-27

4.48 Vvolumen = }rba

Fig.428



El triadngulo ABC tiene un angulo recto (30°) en C y lados de longitud @, b, c. Las funciones trigonométricas del
angulo A se definen de la siguiente manera:

cateto opuesto

_ _ @ _ Ccaelo opuesto B
5.1 senode A = sen A = = = oo
_ _ b _ cateto adyacente
5.2 coseno de A = €08 A= = hipotenusa
. ¢
_ _ @ _ cateto opuesto &
5.3 tangentede A = tan A = 3 = cateto adyacente
64 A= A- b cateto adyacente
. cotangente de A = cotA = @ Tcateto opuesto 4 r-c
[
_ _ ¢ _ hipotenusa
5.5 secantede A = sec A = b "Cateto adyacente
¢ hipotenusa Fig. 5-1
5.6 cosecantede A = ese A =~ =

a cateto opuesto

Considérese un sistema de coordenadas zy [véanse las t1g. 5-2y 5-3). Las coordenadas de un punto P en el

plano xy son {x,y) con % positiva sobre OX y negativa sobre OX', y ositiva sobre (JY y negativa sobre OY'. La dis-
tancia del punto P al origen O es positiva y se denota por r = V22 + %2 Un angulo A formado a partir de OX en

el sentido contrario @ movimiento de las manecillas del reloj es considerado positive. Si el angulo se forma a partir de
OX en el mismo sentido de dicho movimiento, entonces se considera negativo. & llamange xy eey a X'OX y a
Y'OY  respectivamente.

Los diferentes cuadrantes, indicados con los ndmeros romanos I I, Ill, 1V, son llamados respectivamente, pri-

mero. segundo, tercero y cuarto cuadrantes. Por ejemplo, en la Fig. 5-2, el 4ngulo A estd en el segundo cuadrante,
mientras que en la Fig. 5-3 esta en el tercero.

Y Y
I 1 I 1
Pz, ) 4
: ” 4
x’ v —\ X X % /- \ X
z |0 " 7
r
Pix, )
111 v i v
Y’ A
Fig. 5-2 Fig. 53

11



12 FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

Las funciones trigonométricas de un énguloA de cualquier cuadrante se definen asf

5.7 send = y/r
5.8 coa A = gzfr
5.9 tan A = y/=
5.10 cot A = zfy
5.11 secA = r/x
5.12 escA = rly

Un radign es aquel angulo # subtendido en el centro 0 de una circunferencia
por un arco MN igual al radio r,

Fig.s4

Como 2z radianes = 360° tenemos que,

5.12 1 radian = 180°/y = 57,295677 95130 8232.. . ©

5.14 1° = #/180 radianes = 0,1746 32925 19943 2957.. .radianes

515 tana =04 5.19  sen?A + cos?d = 1

5.16 cotAd = —l =

5.20 sec2 A —tan24 = 1

5.17 secA = oo A 5.21 csct A =cot24 = 1
5.18 cgcd = ——=
sen 4

Cuadrante send cos A tan 4 cot A sec A esc A
i + + + + + +
0al lao0 0aw w a0 I a - - al
Ir + - - +
Il ao0 0a-1 - - @ 0Oa- - - -a-1 law
+ + -
m oa-1 -1a0 0aw w g -lg —-w —w g -1
+ - . -
v -1a0 0al —© a 0 08— - al -1 g —wm
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Angulo A Angulo A
gr:gos rad'iegnes sen A cos A tan 4 cot A secd esc A
0° 0 0 1 0 ® 1 -
15° #12 | JV/6-V2) | HVE+VE) | 2-VB | 24+VB | VE-VE | VE+VE
30° /6 ) V3 Ve V3 Ve 2
45° al4 2 e 1 ! N Vi
60° /3 3 | V3 SIVE] 2 $/3
75° Br/12 | 30/6+V2) | HVE~VE) | 24+VB | 2-VB | VE+VE | Ve—V2
90° al2 1 o +o 0 *w 1
105° w12 | $VE+VR) | ~pvVE-V2) | —@+V3) | —2-VE) | —/B+VvE) | VE-—VE
120° 24/3 13 -} ~V3 -3V3 -2 $v3
135° | /4 32 ~1v2 -1 -1 -v2 V2
150° 52/6 3’ -33 -1Ve -V3 -3 2
165° r/12 | 30V/6 - V2) |~V +VE) | —2-V3) | —@+V3) | ~(/6—VE) | VE+VE
180° T 0 -1 0 T -1 e
195° 18712 |—30/6~VE) | ~4/6+VE) | 2-V3 | 2+V3 | _(fG-V3) | /6 +VE)
210° Tr/6 -1 —-4v3 V] V3 -3 -2
225° Br/4 -1v2 -3V2 ! ! -z -Vz
240" 47/3 -3V3 -3 V3 Ve -2 -3ve
265° | 17w/12 | —}V6+V2) | -3vE-VE) | 2+V8 | 2-VB | -(VE+V2) | ~(VE-VE)
270° /2 -1 0 +oo 0 wwe -1
285° 19012 |-3V6+ V)| V6 -VE) | -2+ VB) | —-2-V3 | VE+VE | -(VE-VE)
300° 57/3 —-3v3 3 -V3 -1V3 2 -3v3
315° Trld -2 2 -1 -1 NG —/2
330° 11/6 - 13 -3vV3 -3 ENES -2
345° | 23712 |-30/6-V2)| JV/E+VE) | —2-V3) | -@+VE)| VE-VE | -(/B+VE)
360° 2r 0 1 0 T 1 F

Las tablas de las paginas 206-215 contienen los valores correspondientes a otros angulos.
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En todas las gréficas x estadado en radianes

5.22 y = senz 523 y = cosz

/N N N I N

Fig. 55 Fig. 56
524 y = tanz 5.25 ¥y = cotz
: ¥ | Hd
h
! ]
{ )
i i
: f i
H H x 1 x
_r b or 7 2r
3! ¢ T IN | %
1 1 :
1 1 i
! { ,
4 | |
' i
Fig. 57 Fig. 58
526 y = secz 527 y = ecsex
v 1 | Y
| 1
! l
|
| 2 ! 2
! i
1 I !
| x x
-7 4 [
i Q :2 T T 27
[ i
|
I ]
i f
! |
i I |
|
i
Fig. 59 Fig. 510

528 sen(-A) = —sena 529  cos(—A4)

cos A 530 tan (-A) = —tan4

5.31 esc(—A) = —cscA 5.32 sec (-A) sec A 5.33 cot(—-A)\ = = cotAd
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5.34 sen({A*B) = senA cosB * cosA senB
5.35 cos(A =B) = cosA cosB ¥ send senB
tanA * tan B
A =* =
5.36 tan ( B) m
- _ cotAdcotBx1
5.37 cot(A = B) “eotd ZcotE

90° = A 180° + A 270° = A k(360°) x A

A %tA LY 3;+A kzzrerierp(\)
sen —sen A cos A Faend =-cos A + send
co0s cos A FsenA —cos A *gen A cos A
tan —tan 4 TcotA *tan 4 TceotA *tan A
ese —csc A sec A FesCA —sec A *escd
sec sec A F e8¢ A —-sec A *sc A sec A
cot —cot A F tanA +cotA Ftan A +cotd

sen A =y cosd=u tand = u cotd = u secd = u cscA =y
send u V1I-ut w1 ¥ u2 11+ a2 Vut—1/u 1u
cos A Vi—u? x W1+ w2 w1 +ut u Vi = 1/u
tan A w/V1—u? V1 —utfu U 1w ut—1 -1
cot A V1—ufu ul‘,fl—_u’ 1/u u Vw1 \/;é?l
sec A V1= 1/ Vitu VIt % ui/u =1
csc A 1/u 11— ut V1+u/y Vitu? u/\/142——_1 m

Para los otros cuadrantes Gsense los signos apropiados segln se indica en la tabla precedente.
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5.38 sen 2A = 2send cosd

5.39 o824 = cos?A — sep24d = 1| -~ 2sen?A = 2cos2A — 1
_ 2tan A

540 tan24 = 1 —tanZ4

541 A _ . f1-—cosd + si A/2estdenel Lo []cuadrantes
ong = VT2 — si A/2estéen el 1 o [Vcuadrantes
A ,1 + cosA | ToiA/2estden el [olV cuadrantes
5.42 cos =~ = = —_—
2 2 —si Af2estden el Ilo Il cuadrantes
5.43 tani . '1 —cosd -+ si A/2estden el [ o [ cuadrantes
2 1+cosA | —sjA/2estden el HolVcuadrantes
_ sen A _ le=cosd _ .
= {Tewd - ek = cscA ~cotd

5.44 en34A = 8send — 4sen®A
5.45 c0s3A = 4cos?4 = 3cosd
3tan A —tan4

5.46 tan34 - 2= L 7 &

1 —3tant4
5.47 sen4A = 4sen A o8 A ~ 8sendA cosd
5.48 cos 4A = B8costd — Beos2d + 1

4tanA — 4 tans A4
5.49

tan 44 1 =¢6tan24d + tantd

5.50 senbA = bDsenA —~ 20sen34 + 16senS A
5.51 co8 5A = 16 cos5A ~ 20 cos3A + 5cosA
552 tanBA = tan’A — 10 tan®A + 5tanA

1 =10 tan? 4 +5 tan% A

Véanse también las formulas 5.68y 5.69.

5.53  senA - } — Jcos24 5.57 sentA = 4 -1 cos24 + } cosdd
5.54 cos?A = i + * cos 24 5.55 cost A = g + %coszA + § cos44
5.55 send3A = $senA ~ }sen3A 5.59 sen5 A = sen A - fgsen3 A+ Jgsen54

556 cos®4 = 3 cos A+ } cos 3A 5.60 cos’A = feosd+ Pocos34+  Ppeosbd
Véanse también las férmulas 5.70y 5.73.
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5.61 send + senB = 2 sen H{A+ B)cos §(4 - B)
5.62 send —senB = 2 08 §(A4 + B) sen §(4 - B)
5.63 cosA + cosB = 2cosi(A+B)cos§(4d—B)
5.64 cosA = cosB = 2sen J(A+ B)sen }(B=A)
5.65 senA senB = %{cos (A= B)— cos (A+ B)}
5.66 cosA cosB = }{cos (A= B)+ cos (A + B)}
5.67 send cosB = }{sen (A —B)+ sen (A + B)}

T

sen A {(2 cos A)n—1 — (" 1_ s’)(2 cog A)n—3 + ("; s)(2 cos A5 = .14 }

5.68 sen nd

5.69  cosnd %{(2 cos A — %(2 cos A2 + g(" I 3>(2 cosA)n4

- %(”;4)(2 cosd)—* + }

5.70 sen2n—1 A = .(.;._:"ZL;I{sen 2n—1A4 — (2"'; 1) sen (2n ~ 3)A + ¢+ (—1)"_‘(2::11>sen.4}

5.71 cos?n 14 = _ 2zi—§ {cos(Zn—l)A (2n1_ l> cos(2n—3)4 + .-+ + <2n:11) coaA}

”

572 senA = 2—1;(%:) + g;nl_): {coa2nA - <21n> cos(2n—2)4 + oo (—1n1 (“2"1)@524}

2
573  cosmA = _2%7<2:>+ 2—2::;{cosZnA+ <21"> cos 2n—2)A + oo+ (n_"l)eo.u}

Si x =seo0 y entonces y = sen-1x, es decir, el angulo cuyo senges x o el seno reciproco de x es una funcién multifor-

me de t que puede considerarse como un conjunto de funciones uniformes llamadas ramas. Las demas funciones tri-
gonométricas reciprocas también son multiformes.

A veces conviene seleccionar una determinada rama para algin propésit,o especifico. Tal rama se denomina rama
principal y sus valores se llaman valores principales.
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Valores principales para x 2 0 Valores principales para g < 0

0 £ sen~ 1z £ #/2 -x/2 = sen~lz <0
0 = cos~ 1y = n/2 /2 < cos~lxz £ ¢
0 = tan~12z < ¢/2 —7/2 < tan—1z < 0
0 < cot~1g = 7/2 w/2 < cot™lz < 7
0 = gee~lz < 7/2 7/2 < gee”lx £ ¢
0 < ese~lg = 7/2 —7/2 € ese"lx < 0

En todos los casos se da porentendidoque se trata de valores principales.

5.74
5.75
5.76
5.77
5.78

5.79

sen~lg + cos~lz = /2 5.80
tan~lx + cot-‘z = g/2 5.81
sec~lz + cse~lx = /2 5.82
ese~lx = sen~!(l/z) 5.83
seclzg = cos—!(1l/x) 5.84
cot~lz = tan—! (1/z) 5.85

sen—1{—zx)

cos—1(—zx)

tan—1(—zx)

—sen—

1

X

7 = coslx

—tan~1z

cot~! (=x) = 7 — cot™1 g

sec ! (—z)

cge™!

(—2x)

T

sec— 1z

~ecsc g

En todas las graficas y esta dado en radianes. La parte continua de las curvas corresponde g los valores prin-

cipales.
586 y -- senlz 587 y = cos~lw 588 gy = tan~lx
¥ / ¥
\:::‘\ e
™
N
-
\\ -___,.a’/
=2 =2 =7
. x x X
-1 0o -1 o 5 o
F
/
//
¢ T2 s’ g = —w/2 -
\ / -
\ / -
Y 4
~ J,r
_,;-\ \ -zt
Fig. 5-11 Fig. 5-12 Fig. 5-13
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5.89 y = cot™lx 5.90 y = sec iz 5.91 y =

=72 / /3 \
. x
/2 Ty x; o z
~
—z/2 S~ }
!

= —n/2
~
~ /
=== 0 2 \] o L, _
.
Fig. 5-14 Fig. 5-15 Fig. 5-16

Las leyes siguientes son vélidas para cualquier triangulo plano ABC de
lados @, b, ¢y de éngulos A B, C. A

5.92 Ley de los senos

a_ _ b _ ¢ b
sen A sen B senC
°
5.93 Ley de los cosenos c
¢ = g2 4+ b2 — 2ab cosC
los otros lados y angulos estan relacionados en forma similar. a
5.94 Ley de las tangentesa ‘b tan &(A +B) B
a-b  tan}(d—B)
los otros lados y éngulos estan relacionados en forma similar. Fig. 5-17
2
5.95 send = be s(s—a)s=—b)}s =0

donde g = i(a, + b + ¢) es el semiperimetro del tridngulo. Se pueden obtener relaciones similares con los
dngulos By C.

Véanse ademas las formulas 4.5, pagina 5; 4.15 y 4.16, pégina 6.

La Fig. 5-16 muestra el triangulo esférico ABC sobre la superficie de una
esfera. La medida de los lados g, b, ¢ [que son arcos de circulo maximos]
esta dada por los dngulos que subtienden en el centro de la esfera. Los angulo!

A, B, C son opuestos a los lados @, b, ¢ respectivamente. Entonces son valida!
las leyes siguientes.

5.96 Ley de los senos
sena _ senb _ Ssene
send ~ senB sen ¢’

5.97 Ley de los cosenos
c0.3g = cosheosc + sen bsenc cosd
cw8A = =cosBcosC + sen Bsen Ccosa
se pueden expresar leyes similares con los otros lados y &ngulos. jig. 5-18
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5.98 Ley de las tangentes
tan (A + B) tan §(a + b)
tan A~ B) = tan}(a=Db)

resultados similares se obtienen con los otros lados y &ngulos.

5.99 cos-A— _ sen g sen (8 = ¢)
2 sen b senc

donde § = i(a + b + c). Resultados similares se obtienen con los otros lados ¥ dngulos.

e _ cos (S~ B)cos(S—C)
5.100 cosi - \{ sen B sen €

donde S = 1}(A + B + C). Resultados similares se obtienen con los otros lados y angulos.

Véase ademds la formula 4.44, pagina 10.

Prescindiendo del angulo recto C, el tridngulo esférico ABC esta formado por cinco partes constituyentes que, si se
colocan una tras otra segln aparecen en la Fig. 5-19, quedarian en el siguiente orden: a, b, A ¢, B.

c o9

¢o-B

A - co-4
Ludi o

Fig. 5-19 Fig. 5-20

Supdngase ahora que estas cantidades se ordenan en un circulo como se muestra en la Fig. 5-20 en donde hemos
afiadido el prefijo co [para indicar complemento] a la hipotenusa c y a los angulos A y B.

Cualquiera de las partes de este circulo se puede Ilamar porte media, las dos partes vecinas se llamarian entonces
partes advacentes mientras que las dos restantes se llamarian partes opuestas. Entonces podemos expresar las reglas de
Napier asi:

5.101 El seno de cualquier parte media es igual al producto de las tangentes de las partes adyacentes.
5.102 EIl seno de cualquier parte media es igual al producto de los cosenos de las partes opuestas.
Ejemplo: Puesto que co-4 = 90° ~ A, co-B = 90° -B, tenemos
sen ¢ =tan b tan (co-B) 0 sena = tanb cotB
sen (co-A) = cosa cos (co-B) 0 cosA = cosasenB

Naturalmente que estos resultados pueden obtenerse igualmente @ partir de las leyes 5.97 de la pagina 19.



Un namero complejo se expresa generalmente en la forma g + bi en donde @ ¥ b son nimeros reales € i, llamada
unidad imaginaria, se caracteriza por tener la propiedad de que 1 = -1. Los nmeros reales g y b se conocen respec-
tivamente como las partes real e imaginaria de g + bi.

Los numeros complejos @ + bi y a - bi se conocen como conjugados complejos el uno del otro.

6.1 a+bi = c+di siysosi g=¢ y b=d

4,2 @+d+Cc+diy=(a+ ¢+ b+ Ay

6.3 (@ + bi) =~ (c+di)=(@c) +b ~ di

6.4 {a + bi)(e + di) = (aec = bd) + (ad + be)i

6.5 atbi _ a+bie=di _ ae+bd bc—ad')i

e+ dl T e+ di g=dit T T+ d o + d?

Obsérvese que las operaciones anteriores han sido efectuadas siguiendo las regias elementales del algebra y rem-
plazando % por --1 cada vez que se ha encontrado conveniente.

21



22 NUMEROS COMPLEJOS

Un ndmero complejo @ + bi se puede representar mediante un punto
{a, b) sobre un plano xy Ilamado diagrama de Argand 0 plano de Gauss. Asi,
por ejemplo, en la Fig. §-1 P representa € nimero complejo -3 + 4i.

Un ndmero complejo también puede interpretarse como un vecfor que
se dirige de () hacia P.

En la Fig. 6-2 el punto P cuyas coordenadas son (x, y) representa al ni-
mero complejo x + iy. El punto P también se puede expresar por medio de
coordenadas polares (r, §). Puesto que x = r co$ 8, y = r sen ¢ se sigue que

6.6 x+ = rcos s+ isen g)

siendo ésta lo forma polar del nimero complejo. Con frecuencia decimos que
r= Vaxl+y?es e moduloy ¢la amplitud de x + .

Fig. 6-2

6.7 —. [ry(cos 61+ isene)] [ro{cos 8, + isen€)] = 7yry[cos (& + ;) + i sen (¢, + 85)]

ri(cos 8; +isen e)

"1 .
m = ;; [COS (e =e) +tsen(e — 02)}

Siendop un nimero real cualquiera, el teorema de De Moivre establece que

6.9 [r{cos ¢ + i sen @)]# = r#(cos ps + i sen pe)

Sea n cualquier entero positivo y p = 1/n, entonces 6.9 puede escribirse

, + 2k + 2k
6.10 [r(cos® + i sen®)]l/n = plin [cosg——n—" + isene—;{—l].
donde k es, cualquier entero. De aqui se pueden obtener las n raices p-gsimas de un nimero complejo haciendo

k=0,1,2, ,n- 1



A continuacion vamos a suponer que p, ¢ son ndmeros redes y m, n enteros positivos. En todos los casos queda des-
cartada la division por cero.

7.1 afrql = gPta 7.2 aPlal = gP—4 7.3 (aP)a = gme
7.4 a®=1, g# 0 7.5 a~? = 1/a? 7.6 (ab)? = aPb®
7.7 V; = gl/n 7.8 Vn am = qm/n 7.9 “Va./ = n\/;/%

En a?, p = llama exponente, g es la base y @P se denomina la potencia p de g. La funcién y = g¢ es una funcion
exponencial.

S g? = Ndonde ¢ # 0, y a # 1, entonces p es € logaritmo de N en base a, lo cud se escribe p = log, N. El nime-
ro N = @® es ilamado el antilogaritmo de p en base g y se escribe antilog, p.

Ejemplo: Puestoque 82 = 9 tenemos logs 9 = 2, antilogg 2 = 9.

La funcién ¢ = log; & <e llama funcion logaritmica.

7.10 log, M N =logg M + logg N
7.11 log“% = loga M == log, N
7.12 log, M? = p log, M

Los logaritmos comunes y sus antilogaritmos [también llamados brigsianos] son aquellos en los cudes la base
a = 10. El logaritmo comin de N se cscribe logaN 0 Smplemente log N. Las paginas 202-205 rontienen tablas de loga-
ritmos y antilogaritmo6 comunes. El empleo de estas tablas se ilustra con gemplos en las paginas 194-196.

23



24 FUNCIONES EXPONENCIALES Y LOGARITMICAS

Los logaritmos vy antilogaritmos naturales [también Ilamados neperianos] son aguellos en los cuales la base
a=¢= 271828 (8 [véase la pagina 1).

El logaritmo natural de N se escribe log. N o In N. Las péginas 224-225 contienen tablas de logaritmos naturales.
Las tablas de antilogaritmos naturales [o sea las que nos dan el valor de e* para diferentes valores de x] aparecen
en las paginas 226-227. El empleo de estas tablas se ilustra con ejemplos en las péginas 196 y 200.

La relacion entre el logaritmo de un nimero N en base g y el logaritmo de ese mismo nimero N en base b esta

dada por

logy,. N
7.13 log;. N = log; @
En particular.
7.14 log, N = InN = 2,30258 50929 . . .logig N
7.15 log,, N = log N = 0,43429 44819 . . .log, N

7.16 e = gog g+ isen g, e ¥ = cose = {send
Estas relaciones son llamadas identidades de Euler. En éstas, i representa la unidad imaginaria [véase la péagina
21).
0 — g—10
7.17 sene = e—-.i—
2t
eit + o—if
7.18 cose = ——26——
Y s N e
7.19 tang = W) = - m
[ e + e i8
7.20 cote = ’t(;jo—_——e':i—o>
2
.21 secd = oy
- 2
7.22 L Xt

7.23 ei(0+2km) = eto k = entero

De lo anterior se desprende que el periodo de-e* es 21,
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La forma polar de un ndmero complejo x 4 [y se puede escribir como exponencial [véase 6.6, pagina 22 asi:

7.24 % + W= r(cos #+ isen §)= re¥

Las férmulas 6.7 g 6.10 de la pagina 22 equivalen g las que se dan g continuacion.

7.25 (ri€if)(ryeifs) = proeits + 8
7.26 ﬂ - E.ei(o,—o,)
79€9: Ty
7.27 (rei®)p = ypeivd [teorema de De Moivre}
7.28 (ret®)l/n = [rgit6+2%m]1/n = pl/ngi(0+2kmin

In (re®) = In r + 49 + 2kni k = entero



8.1

8.2

8.3

8.4

8.5

8.6

eF — e~ =

Seno hiperbdlico de x =senh 2 = 3
z + g%
Coseno hiperbolico de x = cosh x = ¢ —2——
Tangente hiperbdlica d tanh €=el
angente hiperbdlica de = tan = S
o p X -7 &+ e %
x e~ %
Cotangente hiperbélica de x = ¢oth = = e%—Le:'?
. 2
Secante hiperbélica de = h x = _—
P g seen ¥ e+ e 7
Cosecante hiperbdlica de y= cschz = 2
ef — e~ 7%

8.7

8.9

8.10

tanhz = senh x
cosh z
1 cosh 2
ccth = —CQslLd |
¥ fanhz serh «
sechz = 1 _
“cosh &
1
cschz =
cosh? ¢ — senh?2 = 1

gech? 2+ tanh2gz =1

coth?z = csch?z = 1

8.14 senh (—z)

8.17 cach (—z)

8.15 cosh (—%) = coshz 8.16 tanh (—x) = —tanhx

8.18 sech (—z) = sechz 8.19 coth(—%) = =~ cothx

26 .
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8.20 senh (x£y) = senhzcoshy * coshzsenhy

6.21 cosh (x *y) = coshz coshy *senh zsenhy

tanhz * tanhy

8.22 tanh (xz = _alc Ay
nh (=) 1 = tanhz tanhy

0.23 + - cothgcothy*1l
coth (= = 9) coth y * coth x

6.24 senh2x = 2 genhz cosh 2

6.25 cosh 2 = cosh?  + senh?x = 2cosh?2zx 1 =1 + 2senhlzx
_ _2tanhz

8.26 tanh2z = T+ tanh® %

8.27 senh? = :\/cosh-gll- [+si >0, —si £< 0]
8.28 coh? = 1’%

8.29 tanh = =1":‘;:',‘1+;i [+s2>0 =5 2<0]

senh coshae —1

coshg+ 1 = senh g

8.30 senh 32 = 3senhz + 4senhdz

8.31 cosh32 = 4 cosh3 g = 3 cosh 2

8.33 senh 42 = 8 senh3 g cosh ¢ + 4 senh 2 cosh 2
8.34 cosh42 = 8 coshtx =~ 8 cosh?z+ 1

8.35 tanh4r = _2tanhe 4 tanhig

1+ 6 tanh?z + tanhix



28 FUN CIONES HIPERBOLICAS

8.36 senh?x = § cosn - - 2

8.37 cosh?z = % cosh 2x + |

8.38 senhdz = 1 senh3x ~ 3 senhz

8.39 cosh®z = 1cosh3xz+ §coshz

8.40 senh!t = & — 1 cosh2z + | cosh 4
8.41 coshz = & + 1 cosh22 + } cosh 4

8.42 senhz + senhy = 2senh J(z+ y) cosh Hx —y)
8.43 senhz — senhy = 2 cosh §(# ) senh §(x — %)
8.44 coshz + coshy = 2 cosh}(z+y) cosh{(z —¥)
8.45 coshz = coshy = 2senh §(z+ y) senh §(z =)
8.46 senhgsenhy = J{cosh (# + o) » cosh (x -y}
8.47 coshgeoshy = J{cosh (x+¢) + cosh (z = )}
8.48 senh g coshy = J{senhx+y) + senh(z—y)}

En seguida vamos a suponer que ¢ > 0. S x < 0 Usese € signo apropiado segin lo indican las férmulas 8.14 a

8.19.

senhz = u cosh = u tanhz = u coth z= u sechz = u cschz=u
senh z " Vui—1 a1 —ut 1V ut—1 V1—udfu L/
cosh z Vit " i1 —u whfut—1 u V1+ du
tanh z w1+t Vul — 1/ u 1/u V1—12 IWVLFuE
coth x \/Fi-_ifu ul\/uz——i 1/u ° lim m
sech z VI +ut 1/u Vi—ut VR = 1/u ® w1+
echz |- 1 Ve~ 1 VI=iu Vai-1 w1t u
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0.49 y = senha 8.50 y = cosh ¢ 8.51 y = tanhz
v ] ¥
_______ ————==
1
n
0 ? 7 * 0
Fig. 8-1 Fig. 8-2 Fig. 83
8.52 y = cothz 8.53 y = sech z 8.54 y = cschz
¥ " J

L=
"

Fig. 84 Fig. 85 Fig. 8-6

Si g = senh y, entonces y = senh~1 x es llamado el seno hiperbélico reciproco de x. De manera similar se de-
finen las demés funciones hiperbdlicas reciprocas. Las funciones hiperbdlicas reciprocas son multiformes y a igual que
en el caso de las funciones trigonométricas reciprocas [véase la pagina 17), nos limitaremos a los valores principales
para los cuales ellas pueden considerarse uniformes.

La lista siguiente cita los valores principales [a no ser que se indique 10 contrario] de las funciones hiperbdlicas
reciprocas expresados por medio de funciones logaritmicas en el dominio en que son reales.

8.55 senh~1g = In(z+ Vz2+1) —e gl ®

8.56 cosh=!'g = In(zx+ m) 21 [cosh—1 2 > 0 es valor principal]
8.57 tanh-1z = %m (}‘_‘—:) 1<z<1

8.58 coth~1x = ( —3 x>1 0 z<-1

0.59 sech—1g = <l + Lz 1> 0<zs1 [sech—1 g > O es valorprincipal]
z d
1
In <— 5+ l> z#*0
z \J

8.60 csch—1g
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esch—1x = senh- 1 (1/x)
sech~1 g = cosh~1 (1/x)
coth—-12 = tanh—! (1/z)
senh~! (—x) = = senh™1 g
tanh~—1(—z) = —tanh~lg

coth~! (—z) = coth—! g

esch—1 (—x) = = esch™1 g

8.68 ¥ = senh™lz .69 Yy = cosh™lzx
¥ v
0 0
\
N
A Y
\
L
\\
Y
Fig. & Fig. 8-8
8.71 y = coth~lz 8.72 y = sech~1
| v I Y
] 1
| !
1 1
| !
i !
1 i
-1) [7] [} O J'Il
! | /
| | ,’
| { ’
I i P
I i 4
| I !
Fig. 8-10 Fig. 8-11

8.70 y = tanh~ 1z
i ¥ !
! I
! I
| |
| |
| |
1 1
"1 o
! |
| |
| [
| (
1 |
1 1

Fig. 8-9
8.73 y = esch~lz

Fig. 8-12
LY
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8.74 sen (ix) = 1 senhx 8.75 cos (iz) = coshz 8.76 tan (ix) = i tanhz
8.77 csc (i) = =i cschz 8.78 ser (iz) = gechz 8.79 cot (ix) = —icothzx
8.80 senh(iz) = i sen g 8.81 cosh (iz) = cosz 8.82 tanh (ix) = 1 tanax
8.83 esch{ix) = —iescx 8.84 sech () = secy 8.85 coth (ix) = —14 cotz

En seguida consideraremos que k es cuaquier entero.

8.86 senh (¢ + 2kzi) = senh & 8.87 cosh (x + 2kri) = coshx 8.88 tanh (z+ kzi) = tanhgz

8.89 csch (z+ 2kai) = cschz 8.90 sech (z + 2kri)

sechz 8.91 coth (x+ k=i) = cothz

8.92 sen—1(ix) = i senh~lz 8.93 senh™1 {ix) = i sen—1 2
8.94 cos~lx = *icosh~lz 8.95 cosh~lz = *icos™lzx
8.96 tan-! (ix) = { tanh—12 8.97 tanh—1(iz) = i tan—lz
8.98 cot-‘(ti) = ~jeoth~lz 8.99 coth—! (ig) = —4{ cot™! g
8.100 sec~!z = *qjgech !z 8.101 gech~1x = *isec 'z

8.102 esc”l(ix) = —icsch~lz 8.103 esch—1 (ig) = —{ csc™! g



—b = Vb2 —4dac

9.1 Soluciones: xr = %

Si @, b, ¢ son realesy si ) = )2 — 4g¢ es el discriminante, entonces las raices son
i) reales y desiguales si D > 0
(iii  reales e iguales si D =0
(iii) conjugadas complejas si D < 0

9.2 Si &, %, son las raices, entonces %1+ Ty =—bla v 15 = cla.

_ 8a, —af _ 9aya, —2703—20,:1‘
Sea Q = T’ R = T
S = \R+V@+R:, T = A(R-VQP+R?
S+T-1e
9.3 Soluciones: zy = =4S+ T) = ke, + VIS ~T)

\x3=—lS+T %al-—Al\/—(S—T

Si @y, ty, @3 son reales y si D = Q3 + R? esel descriminante, entonces
(i} una de las rafces es real y dos son complejas conjugadas si D > 0.
y plej jug
(ii)  todas las raices son reales y por lo menos dos de ellas son iguales si D = 0.

(iii) todas las raices son reales y distitas i D < 0.

Si D <« 0, el calculo se simplifica mediante el uso de la trigonometria.

[11 = 2y/—Q cos (16)

9.4 Soluciones si D < 0: ¥y = 2V—Qcos(le+ 120°) donde cos ¢ = —R/V—@*
1:‘33 = 2V —Q cos (}8 +240°)
9.5 Xy dyFxg = —a;, X Xa F wp¥p d o Eaxy = @y, Xy TgEky = —@y

donde i, &3, 2; son las tres raices,

32
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S y, una raiz red de la ecuacion clbica

9.6 ¥3 — agy? + (ay0g — dag)y + (daga, — @f = afay) = 0

9.7 Soluciones: Las 4 raices de 22+ }{a; = ye} = da; + 4y, }z + ,}{yl *Vyi—da} = 0

S todas las raices de 9.6 son redes, @ clculo se smplifica mediante € empleo de aguella determinada raiz red
con la cud se puedan obtener nimeros resles como coeficientes de la ecuacion cuadrética 9.7.

#txgtastay, = —a
9.3 2y + Xgky + wgy b Bg@y + X2y + Xy = ay
’ Ty Xakg + ozt + @yXoky + X232, = —ay
TyXgkgk, = Gy

donde x;, %y, ¥3, ¥4 son las cuatro raices.



10.1

o
1]

Vig — 272 + (yo — y1)?

Pplmy, v}
d
Piimn i) _:{"""]
xy—2,)
" e [k ) |
- 1 |
T ‘T‘ 1 | *
o Xy

10.4

donde

b:y‘—mzlz

Yo— U1
xz‘"‘ xl

Yy=v _
=z

¥y = mx + b

Lol — Z1Y2

es la interseccion con el eje y.
Xy~ Xy

34

Fig. 10-2
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10.6 rcosa + Yy sena = p

donde p = distancia perpendicular desde el origen 0 hasta la linea

Y «a = angulo que forma la perpendicular con la parte positiva
del eje x.

Fig. 10-3

10.7 Az +By+C= 0

Az, + By, + C
VALt B

donde el signo ha de escogerse de tal manera que la distancia no resulte negativa.

¥
My = My
10.9 tany _ 1T+ mymg pendiens m;
Las rectas coinciden @ son paralelas si y solo si my = m,, pendiente My

Las rectas son mutuamente perpendiculares si y solo si mg = ~1/m,.

Fig. 10-4

x® w1 1 o)
Eir
1000 Ares = =il e 1 o
23 ¥y 1

1
= =3 (e yg + ¥1%a T Vakg — ¥aTa — Yi¥a — ¥y¥g) %3. ¥a}

&

donde el signo ha de escogerse de tal manera que el area no resulte
negativa.

Si el area es cero todos los puntos estdn sobre una recta. Fig. 10-5
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x = ' + 2 r = x =% ¥ ||b‘
10.11 Y = ¥ty ¥ = Y= Yo |
l{egpa)
donde (x, y) denotan las coordenadas primitivas {o sea las coor- TTTTAT T T o ®
denadas relativas al sistema xy]. (x’, y¥") denotan las nuevas coor- |
denadas [relativas al sistema 2], (xo,yo) son las coordena- 0 1 z
das del nuevo origen (' con respecto al sistema primitivo de ]
coordenadas  xy. |
Fig. 10-6

14
r = 2’ cose—y sena [« = zcosa+ ysena ¥ s
4
10.12 y =z'sen gty .9 a ¥’ = ycosa -z sena \\ P -
-
donde el origen del sistema inicial [xy] coincide con el del nuevo \\ -
sistema de coordenadas [x'y] pero el ee x' forma un angulo « \0/?:
con el eje positivo X. S ®
P A
- AY
Fig. 107

= 2 cosa—y senat+ %y gy o
10.13 ) , 3 ~
y =z sengq+y cosSa+ Yo A -
N -
' = (%= L) cos a + (Y = Yo) sen a O
y' :(y—uo)cosa—(x—xo)sena /((\xlnﬂ'o)
a
donde las coordenadas del nuevo origen 0’ del sistema de coorde- — 4 0 \\ z
nadas X'y’ son (&g, o} en relacion con el sistema primitivo de - \
coordenadas xy y ademés el eje x' forma un angulo a con el eje A
positivo x.
Fig. 18-8

Un punto P se puede localizar por medio de coordenadas rectangulares
(x, y) o por coordenadas polares (r, 8). Las ecuaciones de transformacién son

10.14

]
n

Va4 gyt

tan =1 {y/x)

v

rcosd »
o
rosen # ¥

(=, v)
P{(r, 6)

Fig. 10-9
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10.15 (=2t + ¥~y = B v

(30- I!'o)

Fig. 10-10

10.16 r = 2R cos(0—a) )

donde (r, 0) son las coordenadas polares de cualquier punto de la
circunferencia y (R, «) las coordenadas polares del centro,

{R! a)
R/

Fig. 10-11

Si un punto P se mueve de tal manera que la distancia entre Py un

¥
punto fijo [llamado foco] dividida por la distancia de P a una recta fija I L
[llamada directriz] resulta ser una constante ¢ [llamada excentricidad], HL-—-‘- — Pir, )
la curva trazada se conoce con el nombre de cénica {tales curvas se llaman : ! '
asf debido a que se obtienen cortando un cono por un plano a diferentes gn- I Q
gulos de inclinacion. i f"’"‘
P
Si el foco se sitGia arbitrariamente en el origen 0,ysiOQ =py M= { xl\l#
D, [véase la Fig. 10-12], laecuacion de una cénica en coordenadas polares T VI O *
(r,0) es | Foco
|
10.17 y _® LD [
= 1-—ecosfd = 1 —ccoss o
Directriz |
La conica es {
(i) unaelipse si e < 1 r'_D —

(ii)  una pardbola si ¢ = 1
(iii) una hipérbola si ¢ > 1. Fig. 10-12
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10.18 Longitud del eje mayor AA= 2a y B

10.19  Longitud del eje menor B'B = 26

A’ 7 A
10.20 La distancia del centro C al foco F ¢ F* es F c F
¢ = Ve~ bt

B
¢ vaz— b2 z
10.21 Excentricidad = ¢ = = = ——— 0
a a
10.22  Ecuacién en coordenadas rectangulares: Fig. 10-13
(z=z) (v =1y
& TR =1
- I . azh?
10.25  Ecuacion en coordenadas polares si C esta en 0: 12 = -
a? sen? g + b2 cos? ¢
» . A . _ a(l—é&)
10.24 Ecuacién en coordenadas polares si C estd sobre el eje x y F' estden 0: # = T—scos?

10.25 Si P es cualquier punto de la elipse, PF + PF' = 2q

Si el eje mayor es paralelo al eje y, es preciso intercambiar xy y o remplazar 8 por *r -8 [o 90° — 0].

Si el vértice esta situado en A(zxp, ¥y) v la distancia de A al foco F es @ > 0, la ecuacién de la parabola es

10.26 V—yp)? = da(z— zp) si la parabola se abra hacia la derecha [Fig. 10-14)

10.27 (w—wo)? = —4a{z—=y) sila parabola se abre hacia la izquierda [Fig. 10-15]

Si el foco se halla en el origen (Fig. 10-16] la ecuacion en coordenadas polares es

10.28 ¢ —
= 1 = cose
v v )
/
!
r,’
4
L)
A = 2 F 2 A 8 (;\ z
[ETA {%q, Vol
° \ x / 0 x \
Fig. 10-14 Fig. 10-15 Fig. 10-16

En el casp en que el eje sea paralelo al eje y, hay que intercambiar ¥ y ¥ 0 remplazar @ por *r - 0_[_0 . €N 0].
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B
N .7
A AN A
/ 4 . \\\
5 =
-
P
/,/I © i
/4
a»/
Pig. 10-17

10.29 Longitud de e mayor A'A = 8q
10.20 Longitud dd €e menor B’B = 2Db
1031  Distancia del centro C d foco Fo F' = ¢ = ya?+ b2
¢ Var+b?
10.32 Excentricidad ¢ = = = ——0
a a
g (x =22 (¥ =90
10.33 Ecuacion en coordenadas rectangulares —— ) =1
a [}
, . : b
10.34 Pendientes de las asintotas GH y GH' = % ry
- . . _ a2b?
10.35 Ecuacion en coordenadas polares s C etd en O: 92 = P oy = B senty
- -1
10.36 Ecuacion en coordenadas polares s Cesté sobre e e X y F' sehdlaen 0. F = T%
10.37

S P es un punto cualquiera de la hipérbola, PF ~ PF’' = *2g [el signo depende de la ramg

S é ge mayor es pardelo d ge y. hay que intercambiar x y y o remplazar ¢ por }r -0 [ 0 90° = ,],

39



111 Ecuacién en coordenadas polares:
12 = a? cos2¢

AN
N
\\
> s
11.2 Ecuacion en coordenadas rectangulares: /-\\ m "
N
/
/

(22 + YY)t = a¥(=® = o2

11.3 Angulo formado por AB' o ABye gex = 45°

1.4 Area comprendida por uno de los lazos = a2 Fig. 11.}

11.5 Ecuaciones en forma paramétrica: Y
% =a(p-sen ¢)
y = a{l = cos ¢)

1.6 Area comprendida por e arco = 37a2

1.7 Longitud de cada arco = 8a

Esta es la curva descrita por un punto P de una circunferencia de radio

@ cuando rueda sin resbalar sobre el egje x. Fig. 11-2

11.5 Ecuacién en coordenadas rectangulares:
x23 + y2/8 = q2/3

11.9 Ecuaciones en forma paramétrica:
T =@ cos®y
¥ = 0 sen’s

11.10 Area encerrada por la curva = a,,-az

11.11  Longitud de arco de toda la curva = 6a

Esta es la curva descrita por un punto P de una circunferencia de . padio a/4
cuando rueda interiormente sin resbalar sobre una circunferencia cuyo radio es a. Fig. 11-3
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11.12 Ecuacion: r= a{l + cose)

11,13 Area encerrada por la curva = $ra?

11.14 Longitud de arco de la curva = 8a

Esta es la curva descrita por un punto P de una circunferencia de radio
@ a medida que rueda por fuera de otra circunferencia fija de radio a. Esta
curva es un caso especial del caracol de Pascal [véase 11.32).

Fig. 11-4

11,15  Ecuacion: y = ‘_; (e2/a + ¢—3/0) = acosh% A ¥ B
Esta es la curva que forma un cable pesado y de densidad uniforme
cuando se cuelga por sus extremos A y B. a
o z
Fig. 11-5

11.16 Ecuacion: ¢ = a cos3s

La ecuacion ¢ = @ sen 3¢ corresponde ala de una curva similar que se
obtiene haciendo girar la curva de la Fig. 118 30° =#/6 radianes en senti-
do contrario al de las manecillas del reloj.

En general ¢ =@ COSMNA 0 ¥ = G sen ng tienen pétalos sin es impar.

Fig. 11-6

11.17 Ecuacién: ¢ = ¢ cos 28

La ecuacién # = @ sen 2¢ corresponde a la de una curva similar que se
obtiene haciendo girar la curva de la Fig. 11-7 45%0 #/4 radianes en sentido
contrario al de las manecillas del reloj.

En general r =@ cosmé 0 7 = @ sen nd tiene 2n pétalos si n es par. [

Fig. 1 17
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11.18 Ecuaciones paramétricas:

a+b

b >’
(@ + b)sen ¢ = b sen (a:b>o

Esta es la curva descrita por un punto P de una circunferencia de radio

2 = (a+ b) cose - bcos<

¥ =

b cuando rueda sin resbalar por el exterior de otra cuyo radio es g,

La cardioide [Fig. 11-4] es un caso especial de la epicicloide.

\
11.19  Ecuaciones paramétricas: —1 -
a—b 4 N
2 = (a—>b)cosyp + bcos 5 ¢ /s 'f \
7\
a—2> { - z
v = (@a—b)seng = bsen )¢ 5 )1
Esta es la curva descrita por un punto P de una circunferencia de radio \ /
b a medida que ésta rueda sin resbalar por el interior de otra cuyo radio es a. \ /
Si b=a/4,lacurva es la que se muestra en la Fig. 11-3. e __/
Fig. 11-9

= ap — bseng

z
11.20 Ecuaciones paramétricas:
¥ = a—bcose

Esta es la curva descrita por un punto P situado a una distancia b del centro de una circunferencia de radio g g

medida que ésta rueda sin reshalar sobre el eje «x.

Si b < g, la curva tiene la forma que muestra la Fig. 11-10y se le conoce con el nombre de cicloide reducida.

Si b> g, la curva tiene la forma que muestra la Fig. lI-1l y se le llama cicloide alargada.

Si b =g, la curvaes la cicloide de la Fig. 11-2.

¥

Fig. 1I-10

Fig. 11-11
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z = aln(cot}¢ — cos¢) ¥
11.21  Ecuaciones paramétricas: P
¥y = asen+ a
Esta es la curva descrita por el punto extremo P de una cuerda L4 x
tirante PQ de longitud a a medida que el otro extremo Q se mueve OI Q
a lo largo del gje x. Fig. 11-12

8a®
11.22  Ecuacion en coordenadas rectangulares: Y = 221 422 |f

z = 2a cote
11.23 Ecuaciones paramétricas:
P = a(l —~ cos26)

En la Fig. 11-13 la linea variable OA cortalalinea y= 22y la
circunferencia de radio ¢ y centro en (0, a) en los puntos Ay B res-
pectivamente. Cualquier punto P de la “bruja’ se localiza trazando
paralelas a los ejes x y y de modo que pasen por B y A respectiva-
mente determinando el punto Pde interseccién. Fig. 11-13

11.24 Ecuacién en coordenadas rectangulares: ¥
#+ yP=  3Baxy
11.25 Ecuaciones paramétricas:

. Sat
T1+8
_ 3at?
¥ =15p

11.26 Area comprendida por el lazo x%’a!

11.27 Ecuacién de la asintota: z+yta =0 Fig. 11-14

11 28 Ecuaciones  paramétricas:
Z = alcos ¢ + ¢ sen @)
¥ = a(seng — ¢ cos ¢)

Esta es la curva descrita por el punto extremo P de una cuerda
enrollada en una circunferencia de radio ¢ & medida que se desen-
vuelve mientras se mantiene tirante.

Fig. ll-l§
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11.29 Ecuaciéon en coordenadas rectangulares: v
(ax)2/3 + (by)2/s = (a? — BB)/3
- i
11 ,30 Ecuaciones paramétricas: ,/ Ny z
1, ¥
ax = {a? — 5?) cos’ ¢ S ) o g
by = (a2 = b2) send ¢
Esta curva es la envolvente de las normales a la elipse
2/a2 + y2/ b% = 1 mostrada por la linea a trazos en la
x2a2 + 4% b p a Fig.11-16

Fig. 11-16.

11.31  Ecuacién en forma polar: ™ + a# — 2a2r® cos 20 = bt

Esta es la curva descrita por un punto P que se mueve de tal manera que el producto de las distancias entre P y
dos puntos fijos [situados entre si g una distancia 2a] es una constante b2,

La curva puede adoptar la forma de la Fig. 11-18 seglin que b < @ 0 que b > a respectivamente. Si b = g obte-
nemos la curva llamada lemniscata [Fig. II-1],

v ¥
P
B i
D N LY.

Fig. 11-11 Fig. 11-18

11.32  Ecuacién en forma polar: ¢ = b+ acose

Sea (JQ una linea que une el origen () con un punto cualquiera Q de una circunferencia de didmetro a que pasa
por 0. Entonces esta curva es el lugar geométrico de todos los puntos P para los cuales PQ = b.

La curva toma la forma de la Fig. 11-19 o la Fig. 11-20 segiin que b > a 0 b < a respectivamente. Si b = a, se
obtiene la curva llamada cardioide [Fig. 11-4].

Fig. 11-19 Fig. 11-29
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11 33 Eecuacién en coordenadas rectangulares:
3

2 = —

v Za=—1}
11.34 Ecuaciones paramétricas:

x = 2asen’y

£
_ 2asen’s
4 cos ¢

Esta es la curva descrita por un punto P que se mueve de tal
manera que la distancia OP =distancia RS. Se le emplea en el pro-
blema de la duplicacién del cubo, que consiste en encontrar €l lado
de un cubo que tenga dos veces el volumen de un cubo dado. Fig. 11-21

L

11.88 Ecuacién polar: r = as

N

Fig. 11-22



121 d = Y{xg— )2 + (yo— 1) + (22— 2))?

Fig. 12-1

Yo = X - —
12.2 l:CQSa:-Zﬁ_}.' m = cos g =Ldy‘£’ n:BDS‘}'zzzdm

donde a, 8, y denotan los angulos que forma la linea P, P, ron la parte positiva de los ejes g, y, z respecti-
vamente y d esta dada por 12.1 [véase Fig. 12-1],

12.3 cos?a + cos2B +cos?y = 1 0 B+m+ n2=1

Los numeros [, M, N que son proporcionales a los cosenos directores [, m, n, son llamados ndmeros directores
La relacion entre ellos esta dada por

12.4 = — L - M _ N

— M —_—, N =
VZES T RN L2+ M2+ N2 VL2 + M2+ N2

46
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12.5 ’5—’31___1!"3/\:2-21 or 2“11:3/“1/1:2-21
T3 — X Y2 =Y Zg ™2 l m n

Estas ecuaciones también son vélidas si se remplaza [, m, n por L, M, N respectivamente.

12.6 e =% tl, y=y +m z = z+nt

Estas ecuaciones también son vélidas si se remplaza | m, npor [, M, N respectivamente.

127 cos¢ = Ly + mumg + nyn,

12.8 Ax+By+Cz+ D= 0 [A, B,C, D siendo constantes]

r—xX @t 2

12.9 Tp— Xy Y~ T = 0

¥pTHy Yz AT

=¥ T n

Vs~ ¥ 73— 2

2g—2 Xy— 4 - -
12.10 @—2) + 2 " % ¥y 1(1;_%) + Ty X W%

gTE XyH

3
12.11 L !
a b e
donde g, b, ¢ son las intersecciones con los ejes f, v, z respec-
tivamente.

Fig. 12-2
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LRl -Y L=z
12.12 *A"::yB LR C° o xz= xtAty=  y+Bti= 5 +Ct

Adviértase que los nimeros directores de una linea perpendicular al plano Ax+ By + Cz+ D =0 son
A B C

Az, + Byy+ Czp + D

= VAL + B2 + C

en la cual el signo debe escogerse de tal manera que la distancia no resulte negativa.

12.13

12.14 ZcoSa + ycosB + zecosy= P

donde p = distancia perpendicula} desde 0 hasta el punto P
del plano, mientras que «, 8, ¥ son los angulos que forma
OPcon los ejes positivos X, ¥, 2.

I_x'+¢o ¥ -

=+Y0 )
12.15 i) 0 ¥y =

T T2+ z g = 2=z

donde (x, ¥, z) denotan las coordenadas primitivas {o sea las
coordenadas relativas al sistema xyz], (', y’, z') denotan las
nuevas coordenadas [relativas al sistema 2'y'z’} ¥ (g, Yor 2¢)
denotan las coordenadas del nuevo origen 0’ con respecto al
sistema primitivo de coordenadas xyz.

Fig.12-4
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= L'+ Ly + B

12.16 = mx' + mgy’ + mg2

L3

= nx’ + gy i- ng?

~N

' =Lzt my -l- ngz

0 ¥y o= L+ mey+ ngz
7 = lygx+ may + ngz

donde los origenes de los sistemas xyz y x'y'z’ coinciden
mientras que Ij, My, %1; Iy, My, nai Iy, M3, 15 sON los cosenos
directores de los ejes x', y’, 2'en relacion con los ejes X,y, z res-
pectivamente.

Fig. 12-5

x =l + Ly + L+ oz
12.17 Y= mE' i- moy' ol- mg2’ + Y,

72 =X+ ngy + mgd + 2z

2 = Lz = zg) + my = yo) + ny(z = 2)
o ¥ = bx = x) + My = vo) + nylz = 2,)

7 = Lz = 2p) + ma(y = yo) + ny(z = 2)
donde el origen 0’ del sistema x'y’z’ tiene coordenadas (xo, Yo
zo) con respecto al sistema xyz mientras que [;, My, M1 Iy, my,

Ng; Ly, mg, mg son los cosenos directores de los ejes X', y', 2’
en, relacion con los ejes x, ¥, 2 respectivamente.

Un punto P puede ser localizado por medio de coordena-
das cilindricas (r, @, z) [véase Fig. 12-7] lo mismo que por
coordenadas rectangulares (x, y, 2).

Las ecuaciones de transformacién son

P (.‘nl-”.

X = r cosé r = Vat+y? (r.l.s]_ [
12.18 qy = rsen¢ 0 ¢ = tan—1(y/z) .
Z2 =2 2 =z ¥
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Un punto Ppuede ser localizado por medio de coordenadas esféri-
cas (r, 8, ¢) [véase Fig. 12-8] lo mismo que por coordenadas rectan-
gulares (z, v, 2).

Tas ecuaciones de transformacién son

r = rsen @ cos¢

12.19 Yy = rsenésen ¢
7 = rcosé

¥
= Valt+y?+2® #
) ¢ = tan~! (y/x) it Sk

¢ = cos™!(z/Vx2+y2+22)

Fig. 12-8

12.20 (=2 + (¥ —yl® + (z— 1) = R?

donde el centro de la esfera es (xy, ¢y, %) ¥ €l radio R

Fig. 119

12.21 72 = 2ryr cos (6 — 6g) + rZ+ (¢~ 2002 = R?

donde el centro de la esfera en coordenadas cilindricas es (r, 8y, %) ¥ € radio R
Cuando el centro se halla en el origen la ecuacion es

12.22 2 + 22 = R2

12.23 72 4 pd = 2rgrsen fsen 6 cos (¢ — ) = R2

donde el centro de la esfera en coordenadas esféricas es (1, 8o, ¢p) ¥ € radio R.
Cuando el centro se halla en el origen la ecuacion es

12.24 =R
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(x—xg)?  ly—ye)?  (2—2z)?
@ T T tTg

!
—

12.25

Fig. 12-10

E Al
a? b2
donde @, b denotan los semi-ejes de la seccién eliptica.
Si b =@ se trata de un cilindro circular de radio g,

12.26 i

Fig. 12-11

Fig. 12-12

%2 y? 22
12.28 ) + ¥z

Fig. 12-13
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12.29

Fig. 12-14

x2 y2_z z

12.30 = + -

Fig. 12-15

2 2
12.31 x Y- =z

Obsérvese la orientacion de los ejes en la Fig. 12-16.

Fig.12-16



Si y = f(2), la derivada dey ¢ de f(x) con respecto a x se define como

3_1; = nm!(_”i’-‘hbﬁﬂ = lim [+ a7~ f(@)

121

h=0

Az =0 AZ

donde b = Az. La derivada también se designa por y’, df/dx o f (X). El proceso seguido para hallar g derivada st
llama diferenciacion.

En lo siguiente w, v, w son funciones de x; @, b, c, n constantes [con restricciones si asi se indica]; e = 2,71828.
es la base natural de los logaritmos; In y es el logaritmo natural de u [o sea el logaritmo en base e) donde se supone
que & > 0 y que todos los éngulos se dan en radianes.

132

13.4

135

12.6

13.7

12.8

13.9

d _

'E(c) =0

Len) = o

%(cz") = neaxn—!

d du _ dv _ dw
—(utyvtwx...) = % . CY QW
GWEVERE ) 2t
d _  du

?z-(cu) = GE

d

o) = a Ly O

d _ dw dv du
po (uvw) = wv o + uw - + vwa
4 u _ vidu/dz) = u(dv/dx)

dz - v2

%(uﬂ) = m«."“lﬂ

% = ’:':% d—: (Regla de la cadena)

de _ 1

dz ~ dz/du

dy _ dyldu

dz = dz/du

+

53
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13.14 I enu = cosua—-
_ du
13.15 ‘-ih-cosu = senu:i—;
£ = 2
13.16 iz tan u secu o
—l T
13 . 20?%) ~— sen 1:/__;'12
-1 du
13.21 5-cos iu = ———0==
V1= dz
13.22 L tan-ly = 1+1 ,:’;
-1 du
13-2‘2; cotlu—+u,dx
_ 1 du
13.24 sec”ly =
Z Wl vVaa=1 d2
d -1 du
13.25 == csc~lu
dz lul‘/ua__dx

d = — a2y
13.17 dzcotu = csc udz

d di
13.18 g seeu = secutanua—m-

d - du
13.19 dxcscu = cscucotu-a;

[—%<sen‘1u <%
[0 ceoslu<q]

-z -1 T
[ 3 < tan~lu < 2]

[0 < cot-lu < 7]

1 du + si 0 <seec”lu <#/2
wui—1 9% [~ si #/2 < sec™lu <z
1 du -si 0<esemlu < g/2
T owuioi dz +si —¢f2 < ese~tu <0

13.26 d—xlog,,u = 105"0% a» 0,1

13.27 iz Inu = Iz log,u = %%

13.28 S = "”MS—:

13.29 d—e" = e“%

13.30 diiuv = d%evln“ = e"l“a‘—i;[v Inu = 'vu"‘lg.:i,"r u® lnu%

13.31 ;z;—'senhu = coshuzz
13.32 %coshu = senhucgi
13.33 %tanhu = sech2u:—:

=~ cach? ¢ 2—5

13.34 -a% cothu =

du

d_ - - du
13.35 dz.—aechu = sechutanhudz

—~—eschu cothud—u

d _
£3.36 P cschu = .
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d 1 du
13.37 senh—1% = ==

& Vaz 192

d. e *1  du + sicosh~lu >0 u>1
13.38dXT-cosh ly = ‘/1_‘2___1‘1—:“ [_ si cosh—lu<0'u>11
13.39 %”“h_"‘zf—l—w% [1<u <1
13. £:O .;coth-ltlti:uz-gi- [#>10 u<-1]

- - si “1y>0,0<u<1

Ao gy = _F1_du si sech™lu >0,

13.41dx—.—sech lu—mﬁ* [+ sisech~14<0,0<y <1

d du__ _ F1 du

-1 . .
. A4 2 — cschmlu = - = — ~si w>0 +si y>0]
dz W Vitar B Tu/Tuz [

1 3

La segunda, tercera y las derivadas de orden superior se definen asi.

. _ dfdy\ _ & _ ., o
13.43 Segunda derivada = dT(}i;) = T2 C fllxy = Yy

) _ 4 (ay\ _ &B m
13.44 Tercera derivada = 4z (m> = m’- = Mx) = ¥
13.45 n-ésimaderivada = (—i%» :::1{) - .g_:% = fia)g) = y®

P P,
Supdngase que D’ representa al operador -;?5 tal que D% = :—x% = lap-ésima derivada de y. Entonces
13.46 Drwy) = wDw + § (DwD i)+ T (DRNDR) e+ yDy
0 0
donde , " y +++ SON los coeficientes binomiales [pagina 3],
0l 20
Como casos notables estan
d? _ & du dv o2
13.47 dxs(ﬂll} = udz, + 25 dx + ﬂm
3 _ a3y du d*v d2u dv &Py
13.48 dx"‘(uv) = “dx’+3dxdz=+3d:c2da:+”d:c3

Sea y = f(x) y Ay = flx + Azx) = f(x). Entonces

AY _ fle + A%) = f@) _ g+, - S
13.49 — = =+ -8 W = = +
Az Ax fz) ¢ dz ¢
donde ¢ = 0 g medida que Az —0. Asi
13.50 Ay = f(x)Ax + cAx

Si se llama Az = dx la diferencialde g, entonces ladiferencial dey se define como

13.51 &y = @ dx
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Las reglas para obtener diferenciales son exactamente andlogas a las de derivacion. Como ejemplos se observa que

13.52 dutvtwt. . .) =duxdypxdwt -
13.53 d(uv) = udv + vdu

13.54 d<%> = w

13.55 du®) = nun—ldu

13.56 d(senu) = cosudu

13.57 d{cosu) = = senu du

Sea f(x, ¥) una funcién de dos variables x y y. Entonces la definicién de la derivada parcial de f(x, y) con respecto
a x, mientrasy se conserva constante, esté dada por

8 _ fiz+ax, ¥) = flx, )
13.58 L/ A
F o, AT

Analogamente la derivada parcial de f(x, y) con respecto a y, mientras 1 se conserva constante, se define por

13.59 o lim f@ ¥ + 8¥) = f(z, y)

dy = ay=0 Ay
Las derivadas parciales de orden superior se definen de la siguiente manera.

13.60 2 _@_(ﬁ)' *f _@_(g{)

ax? iz \ 3z ayt dy \ 9
, ? (o o _ a2 i
13.61 dxdy oz <8y> ' dydz T Wy b@@

Los resultados expresados en 13.61 son iguales si la funcién y sus derivadas parciales son continuas, ¢ sea que en
este caso no importa el orden en que se efectle la diferenciacion.

La diferencial de f(x, y) se define como
13.62 df = ﬁd:c; + i’-dy
(24 oy
donde dx = Az y dy = ay.

De manera exactamente analoga se define la diferencial de las funciones de mas de dos variables.



dy . .
Si P f(x),entonces y es la funcién cuya derivada es f(x) y se denomina antl-derwa({ia de f(x) o integral in-
definida de f(x), lo cual se escribe ff(x) dx. Por otra parte, si y = f(u) du, entonces ¢_iy1; = f(u). Puesto que
la derivada de una constante es cero, todas las derivadas indefinidas difieren entre si por una constante arbitraria.

Véase la definicion de integral definida en la pagina 94. El procedimiento seguido para hallar la integral se llama
integracion.

A continuacion u, v,  so” funciones de x, @, b, p, g. 1, son constantes, ¢on las restricciones que en caso dado se
indiquen; ¢ = 2,71828 es la base natural de los logaritmos; In y es el logaritmo natural de u suponiendo que
u>0{en general, para poder aplicar las férmulas en los casos en que u < 0, remplacese In y por In {ul]; todos los
angulos estan expresados en radianes. Se han omitido todas las constantes de integracién por estar subentendidas.

141 Sa,da: = oz
14.2 faf(z) iz = aff(x)dx

14.3 j(u:v:wt---)dx = fudz * fvdx + fwd:c Lo

14.4 fudv = Uuv f'vdu [Integraciéon por partes]

Véase lo referente a la integracion generalizada por partes en 14.48

14.5 ff(a:c) dr = %ff(u)du

dx F(u)
14.6 f P{f(z)} dz = f Fwyz, du = Py dU
unt1 ,
14.7 fw‘du = , nf-1 [Paran = -1, véase 14 g
n+1
14.8 fd_':‘- = lmu s i u>00In{—uysiu<O
= In |y
14.9 feu du = eu
1
14.10 fa,udu = feulnadu Nt @ s, a1
= In = 17a

57
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14.11 fsenu du = —cosu

14.12 f cos u du = Sen wu

14.13 ftanudu: Insecu = —Incosu

14.14 f cot# du = Insenu

14.15 f see du = In (sec % + tan u) = In tan (%4'%)
14.16 f cseu du = In(eseu —cotu) = lnt.an%
14.17 f gec2 udu = tanu

14.18 f esc2udu = —eotu

14.19 ftnn"udu = tanu  u

14.20 fcotzu du = —cotu = u

sen 2
14.21 fsen’udu:- 12! - Au_ &(u:—senucosu)

2u
14.22 S cos2u du = 12". + Sel; = Ju+sen u o3 u)

14.23 f secutanudu = secu
14.24 f cscucotudu = —escu
14.25 fsenhu du = coshu

14.26 f eosh % du = senhu

14.27 ftanhu du = In cogsh u

14.28 f cothudu = Insenhu

14.29 f gech # du =sen-1 (tanh u) ¢ 2tan~le*
14.30 J eschudu = In tanhg o —coth—lev
14.31 fsechz u du = tanh y

14.32 f esch?u du = =cothy

14.33 ftanhzudu =y=tanhu
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14.34 S coth2u du = y = cothu

14.35 S senh?u du = - sen_i]2u - 1; = J{senhu coshy —u)
14.36 coshzu du = S—e—n;l—mi + -g: 4(senhu coshu + )
s
14.37 f sech ytanh y du = —sechu
14.38 csch yecothy du = =cschu
s
du 1
——— = - '_1'_
U3 —ap S tan~io
du _ 1 u—aly _ _1 ¥ s
14.40 S'—uT':';lz = 2(1'“(114-(!.) = acoth z ¥ @
. . 1 “
l4.4s;f?-F= éln(%—f_-%) = Etanh“; 1,(.2<a2
_du sen—12
14.42 s \fagi—ut
d:
14.43 f—% In{u+Vu2+a2) 0 senh“l%
u?+a
14.44 fd—“ = In(x+Vie-a?)
Vi — gt
14.45 J‘_.d“_ = lm-llﬂl
wyul — o2 ¢ ¢
du 1 (a+ Vu2+a,2)
14.46 f——— = ——|—]———
uyu? + af ®
14.47 due 1 (a+v'a2—u2)
. —& - | —
4 fuﬁc’—u’ a *
14.48 S f(n)g dx = fin—1g f(n-Z)g' + fa=Bgl =~ f fom dz

Esta Ultima es llamada férmula generalizada de integracién por partes.

Ocurre en la préctica que es posible simplificar una integral mediante el empleo de una transformacion ¢ sustitu-
cién apropiada junto con la férmula 14.6, pégina 57. En la lista siguiente se dan algunas transformaciones y sus re-
sultados.

1449 G Flas+ bdz = i— g FW du donde u = az+b
1450 g Ffaz ¥ b)dx = % S 4 FW) du donde u = yaz+b
51 G FWaz¥b)ds = gf un-1 Flw) du donde u = Vaz ¥
14.52 S F(Va?2—~22)dx = a S F(a cos u) cos & du donde % = @senu

14.53 S FWET @) de = aS Fa sec ) sec? du  donde z = atanu

’
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14.54 f FWai—a?)dz = o fF(atan ¥) sec % tan « du donde %= @ sec

14.55 J1 F(eez) dz = é—f%u)du donde % = est

14.56 f F(ln x) dz = f F(u) erdu donde % = In g

14 .57 flv" (sen“‘E) dr = af F(u) cosu du donde % = sen‘ls
Resultados similares se aplican para otras funciones trigonométricas reciprocas

14.56 f F(senz, cosz) dz = 2 f F(I%;“7 %—1—’5) I i“uz donde u = tan;

En las paginas 60 a 93 se encuentra una tabla de integrales clasificada por tipos notables. Las observaciones
hechas en la péagina 57 son igualmente aplicables en este caso. En todos los casos se supone excluida la divisién
por Ccero.

14.59 f”dib = iln(ax-l-b}

14.60 fazf‘?—b 0™ ;bgln (ax + b)

14.61 fafixb = (o WP Bwdd b Ginlan s 0)

14.62 % _ (axgaf)a i 3b(a;ca: B)2 + 3b2(a:4+ 5 _ In (az + b)
14.63 f:c(a;—‘:fl—b) = %ln (Mib)

74.64 Saﬂ{?dz-i-_b) = -bl:+ b%ln(“:b)

1965 f oars = Tame tgin (a;%)

14.66 f (gﬁ?b}ﬂ = et

14.67 (a;‘i’”b)z = az(a:+b)+l21n (ax + b)

14.68 (az_%‘hb)'z = “"’a*a b_ ﬂ3(agz+ 5~ i—'; In (az + b)

14.69 f( ”’f’;)z = L’{:ﬁb)z 3"(‘“‘4* b) w;(a:’:_{_ 5t 3—:;- In (az + b)
o f T = Saiw T B (54:%5)

da -
14.71 f = e _ 1 , Ia oz + &
z%oz + b2 Wz +0 b T M7

L4
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i4.72 J‘?(a%b_)z = (“é‘b«l?g : wﬂ:«': i baz +0) %’?‘3 tn <n—:b>
14. 7f(udfb)s = 2(aa;:-lf-b)’

14.74 m@%s = az(ml+ D) + 2a2(a2+b)2

14.75 f( ”zfi)a = a,3(a2xb+ 5 - 2a3(al:+ e %4 In {az + b)

14.76 f(“’:”;)a - %_WT?ZTB»‘F m—i—gln(ak+b)

14.77 f Z(T{xd%lﬁ? = zbS(Z:xi e ba(fzi b b_lz"‘ (E:_b)

d—X —a 2a 1 i‘! ax + b
14.78 fzz(a,x+ b)s 2b%az + b2 BMaz + D) W=z +en (—-—-z )

14.79 J‘L aix? - _ 4% (et b2 _ 6a2 Inf ot b
' #Sax + b8 = Fax+ b bS(ax + b) 2b5x2 3 i
+1
14.80 f (ez+b)nde = % Si % = -1, véase 14.59.

2 n+
14.81 fx(a.c + brdz = (a&tbz);az - “(‘:::’)’az . mo%—1,—2

Sin-= -1, ~2, véase 14.62, 14.67.
2 " _ (az ++b)n+3 _ 2b(az + b)l\+2 + b2(a_x + b)n-b 1
14.82 S ¥z + bjndz (n 3)a’3 (n + 2)a? (n + 1)ad
Sin-= -1, -2, -3, véase 14.61, 14.66, 14.75.

x':y::sfa:: 16)" YT r;b+ 1 f ez + by~ L da
. x™azx + h)n + 1 - mb _
14.83 f #rlaz + pnde = m+n+1a m+n+1a f am ™oz + b)" dz
=zmtlgr+ B)n*t! o m4in+2 "
(n+ 1)b (n+ 1)b amloz + by de

14.84f dx__ _
Vaz + b ¢
14.85 f __xdx =22 =) Ve ¥ b

202 _ )
14.86 S_ﬂ _  2(3a2z? — dabz + 89 o

Vaz+b 1503
(9
P
14.87 fm/ax+b - Lm_l\[m?
V=3 ~b
Vaz+b

dx dz
14.88 f— = ~_ _J'.f—-—- Véase 14.87)
/ax + b bx 2b axr+ b [
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62
2V (ax + b)?
14.89 f\wx+bdx Sl Pe—
_ 2(3az — 2b) 3
14.90 zVax+bdx = s V(az + b)
2202w . 2
14.91 f Vartb gy = 215 105?;;',1 + 8 e T by
Vaz+b
14.92 f P70 dx = 2/az¥b + b f dz [Véase 14.873
x a:\/ax +b
14.93 f : M: b g JYesth f [Véase 14.871
z BEEE x\/a.’c +b
1494 L _ 22™Vax+ b 2mb _am= 1
' f,r—“+b * @m+1a  (2m+1a \/;,,T
14.95 J‘L _ 'ax+b __(2m 3)(1 { dx
' z™Var+b = (m=Dbam-T  2m=2b .} ym-1\/gz+ b
_ 2x™ 1/2 2mb f 1
14.96 f anVez+b de = e ler s B2 - o az+b
14.97 “=tb _Veztb f
: m z T m=Damt+ 2(m-1) anWaz 1 b ax+
14.98 V‘w"‘bd —~(az +  (2m =b5)a Vaz +b -
' & M=ozt @m—2)b ) am-1
14.99 f (ax+ bm2 dx = 2(ax + b)m+ 22
a(m + 2)
_ 2ax + bYm+9/2  2hax + b)im+D/2
m/2 = -
14.100 f x(ax + b) dz T+ 3 o+ 2)
_ 2az + b)m+6N2  4h(ax + B)mI/2 4 2h2ax + b)im+ /2
14.101 f x2(ax +b)m/2 dx = am + 6 a(m + 2) m+2)
(ax + bym/2 _2ax+ b2+ (ax + byim—2)/2 iz
14.102 f z dx = m P
14.103 Jl (ax +x2b)m/2 dz (a: + :;(m+2)/2 + ma f {az + b!m/'l dz
dz 2 1 dx .
14.104 f oz + o2 = (m = Qblaz + b)m-272 + b J zlax +bhim-D72

14.105 f(az+ :)a(tp:ﬁ o - _bpiaqln (::ig)

14.106 (aH‘;)"(’:; = - e 1 = { In(az+8) ~ ¢ in (px+q}}

14.107 (ax+b;i;(:px+q) = bpiaq {azl-l-b+ el (::Ig)}

14.108 fﬁ ;c);i(:H a9 = b 1 aq {bp = aq " (:: 1 :) B a(ub+ b)}

14109 iy - et + Ty {i:ln(pz-t»q) + Hp=299) 1y (g + b)}
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dx -1 [ I
14.110 s (axz + O)™(pz + 9" = (n~1)(bp —aq) l(ax T O I(px F g1
(m+n—2) dz
te s (ax + bym(px + g)n—1
ax + b _ ex | bp—ug
4.1 —p:_{_qdz =3 + = Inipz+q)
-1 J’(aa:-l- §ym+1 o (ax + b
m-DOs—ad (merarT T ("ML GergroT®
(ax + b= = -1 (ox + B _ (ax + bym—1
M2 (pxt+qm dz = in—m—1p |(pz+ g)n—1 F mibp —a9) s  (px+g)® dx}
J -1 (ax+bym (az + bym-1 }
(n— Dp |(px + Q! e pr T T d"l

14.113 J‘de = apz +3ag—2bp) oy

Vaexr+b 3a?
1 <Vlﬁu+b)—\/bp-—aq‘
in S——
(VIEV R . S— Vip—aqVp \Vplaz+b) + Vbp—ag/

S (px+ ¢)Vax+b =

2 . |Plaxt+ b

—— AT
Veg—bpVp ag — bp

2Vax + b X v’bp—aql (V'_p(w+b] —m)
n

e 11s m— » »Wrp Vplax + b) + Vip—og
2Vor+b  2vaq—bp tan—1 4 | RlEZ+ D)
P Vo og =~ by
2px+ ** Var+b py g0 z + q)"
14.116 f {px+ @"Vaz + bdx = ©@n =+ 3)p Cn+3Ps Vax+b
i Vaz + b (2n—3)a dx
14.117

S @reqrvarts = 0= DG ERGE T QT EE D=0 s (g, g-1Vazt b

14.118 ®Er 9" de = 2(pz + Q" Vaz +b 4 gp(aq = bp) ( (px + g~ dx

s Vestb = @n + e @+0e J Vazto
Vaz +b ~Vaz +b
14.119 NewTo = i a de

(px + g)» d= (n =TDplpz + g1 + 2(n—1)p S (px + @ 1 yJax+ b

-2 in (Vealpz + q) + Vplaz + b))
Vap

14.120 =
V{ez + b)(pz + q) 2 ian—1 o |Rlex by
V—ap a{px + @)
14.121 zdz _ _lax+ b+ @) bpy ag

S winx +hVinr + 00 ap 2ap f Vigz + boz + @
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—_ 2
14.122 f Viaz+ Bz + @ dx = 2—"&"—1’-193- Vier +bipr + @) — %@— J' dx

(ax + b)(pz + Q)
(w + bipx + _—
14.123 f 9 "”f de
+ b [ 2a ax Pz ¥ g

2Vax + b

14.124
f (pz + @) \/(a:v + B)pz + g (ag — bp) Vpz +q

a8

dz _ 1 _
14-125 f;rm = gtan™!

zdx 1
14.126 fm = 3 In(z? + a?

14.127 fz_’;:% = g - atan—ll_’
14.128 ;:-’—_":’% = % - i;_zln(zz.}.az)
14.129 J‘Fﬁi:ﬁ = E%zln (ﬁ)
14.130 fﬁ(ﬁ%ﬁ = —ﬁ - alamn—xf

de__ - _ L .1 =
14131 fﬁ?‘ﬁr = Them? 2«4'"(:=+a=>

dx - x 1 -
i (ot = e e
zdx
14.133 Lz
2)2 ———
(=*+ %) 2T a)
z?dx 1 z
14.134 S - o= -1z
@+ o?2 Tt ah T2
2 dz 2
14.135 m = -2-(;5&;—“-2-; + 1 In (z? + a?)
14.136 S =
R"WF Wﬁ!r " Frel
14.137 dz 1 g .3
22(z2 + a?)? = a% 2ai(@f+ a?) 25 tan-$
14.138 f d: == 1 - 1 1 1 o2
BT P = 902 Zgi(zz T gf)  af "\ a
dx z on -3
14.139 -
f (z2+ o 2 — Da(@® + g1 (2n Z)azf (acz"'az)“ 1
14.140 x dz

m)— = el

wn e o= e DEE T ;lzf e
14.142 r (;:‘i’;)n f —2—31:2—‘11)7,— a? f %

14.143 fm, - ;zfm%_'ﬁf:w—_%gﬁﬁ
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N P R
14.145 f % - %ln(ﬁ—a?)

14.146 f;""'_zi’;r z+_m<x;a>

14.147 % = %2+%2ln(x2—a2)

dr _ _ 1, fe2-g?
14.148 fm,—_“z)_wnn( 5 )

dz _ 1 1 r—a
14.149 fx’(z’—w’) - uTz+2_a31n (x+a)

de__ _ 1 _ 1 2
wiso [ - o wl“( —uﬁ)

dx _ = S W x—d
14.151 f {33—02): - 2"2(‘2%:‘:;; 4a? In (2 + 0)

14.152 (,,zx_diz“yz = 2(x££ o

14.153 f(xg’g_’l‘;)z = st Lm (x+:)

14 154f(:sdx - 2(;1’“2) + %m (@~ a?

14.155 f x(z,dfa,), = 2“3(;31_‘,:) + gl (ﬁ)

wist [ i = g - gt 4 (ﬁ)
14.158 f (xz‘ixaz)n - = —1)a;(22— =i (zjn__z)aa,f (xz_ T
14.159 f(xxdf,,z)n = 2(n--1)(-ar::;-—a'*’)""l

d _ -1 -t 9
14.160 f (@? — ao)n T 2m = 1)aXa? — a®)n-1 | a2 f z(x? = a2)n—1

dx am—2dx xm—2dx
14.161 i 2
(22 — a2)n (z2 — a?)n—1 + (#2 — a2)n

dx = 1 N A [
14.162 fw = wgfm aﬂfxm(xz_az)n—x
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. dz 1 a+zx 1 x
14.16: = — ez = -1 %
af =gt 2a ln(a—x) ° atanh la

14. 1ef ”’” = -%In(az-zz)

14.165 fafzf’;, = —z+ gm(‘;i:)

14.166 f‘-l’ard’;, = -%2— 5 In(e?—2?)

14.1 ef’z(ﬂ—xz)— = 2—:‘;113 (ﬁ)

14.168 fxz(af—’_m = a:,, +2%3! (c+:)

e | ol . oy 2%‘:“ (a,—if;)

14.170 f d= = T el ('15 - x)
(@ =272 gaz(as._,,f‘ L ]

14.171 (a:_d:z)z = z(azl._xz)

14172 f(a:idfz)z = mm (:t:)

14.1 'f(a;.;:'_.%).r w+§1n(a2-12)

dx 1 1 Lad
14.174 = —_—
f x{a? — x?)2 2a2(a2 — x’) ln (cm2 - x’)

dx - -1 z 3 a+x
14.175 —_— = 2 [
f x2a? — 272 atx M 2a9(at — x’) 4a’ In (a - z)

14.176 IL = =1 4 1 1 L (2
xHa? - x2)2 2aiz? 2%’ — z*) a? — a?
dx - 2n -3 f
14.17 = Z '
(a® = z2)n 2(n = 1),,2(,,2 ~ g2)n—1 @n = 2 al @2 = x2)n 1
14.17( =& = !
(aﬁ - g2 2(n - 1)(a% - x2)n—l
14.179 dw = L 1 dz
f x(a} - xZ)n 2(n — 1)02(112 - 32)'1—1 + a? x(af — xi)n—i
14.180 amde  _ o, (C_azmoide _ am—2dy
f (@ =2~ ) = (a2 a1

__dz  _ L dz 1 dx
14.181 f zm(amat)n T g2 f zm(g2 = g2)n—1 +'E zm 2(a? = ZB)"
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14.182 JL = In{x+VETaE) o mh-n%
Va2 + a?
14.183 f—@“’— = Vaifal
Vx4 al
2 4. 2/ xt+a? 2
14.184 odr > —%ln(z+vz‘+aﬂ)
a2+ a?
3 2 3/2
14.1858 "2‘1"2 = & +3“2) - a2 +a?
V$ [+

dx 11 (u+ x2+42)
—_—— = =Z]pn
14.186 fw‘::u«z «
dz Va2 4+ at

14.187 22/ x2 + a® B a’x
dr x+a 1, (a+\/z2+a2>
14.188 = =
S a/dra Zatzt 200 y
NCET pd z2+c2+¢—sln{z+v':3+a’)
14. 189S x2+a2dx = 2 2

2)3/2
14.190 szt atde = !ﬁ;;L
s

atzyx?+ a2 4
14.191 j SR T G LA AL @ @+ VEF D)

T g, o (@ a2 alz? + a2
14192 [ ovET e g = AN @ L
N a+ Va2 +a?
14.193 f P« = VETa - a(LT>
x

N 2 \/ 2 2
14.194 x :-_a’_dx = _._x+_-a- + ln(x+\lm2+a2)
S x x
Va2 + o? Va?+a? a+ Va2+a?
14.195 f——x-a——dx = T g TmpM\T
dx &
14.196 f——g{ z e
{z* +a?) at/a? + a2
x dx -1
14.197 f O - T
x2 dz -z
14.198 f R = Jarat In (x + Va?+a?)

3 2
14.199 f (—”—ﬁ—= Pt t ——

z2 + a?)3/? Va2 + a2

+ Va2 + a?
200 - L 1Ly <“—>
xOet +a?) aVat+a2 ¥ 2

dx m —E
14.201 f 2T P = T T de T gzt e
14.202 dx = SN <ﬂ>
X f B+ a R T G fmter. 200zt 2a5 z



68 INTEGRALES INDEFINIDAS

32222 + a2
14.203 f (@ + 22 dx = x(x? +4 a2)3/2 n a2y 8:: a + %w‘ In@ + VT

(%2 + a?)5/2

14.204 fx(x2+0-2)3’2dx = .

2(x2 & g2)5/2 Dl 2 1 q2)3/2 atzy 22 + a? 6
(z® + a?) atr(x? +a?)32 -~ % In =+ Vart a?)
6 24 16 16
(2 + a2)7/2 a(x? + g?)5/2
7 - 5

14.205 f 2(x? + 6)¥2 dz

14.206 j x3(x2 + a?)3/2 dy

2 2)3/2 2 + \/ 2 2
14.207 fudz = (x+_3a?ﬂ + a2VzetaZ = g8 In <$>

]
' (22 + a2)32 2 4 q23/2  SxVa?+ a?
14.208 e = - AP T 3t * VTS
22 4 q?)3/2 2 4+ g2)3/2 o+ V22 +a
14.209 { - g = - 2:2) + 3Vt e - dam <T

dz In{x + V2 —a2), —zdr Yal— g2

14.210 B —— =

14.211 a2 dz A L VE—a
Vi@ - > + 5 In(z + Va2 —ot)
14.212 \/—2—4: = (22— 3¢z"’)3/2 + aVzi—a?
T — @
14.213 f———d"’ = lsec-'|£|
2% —a? A a
- ‘332_42
14.214 J dx = 7
222t — g2 a°r
14.215 f de S L
. N = o e |;‘

14.217 f e S R ) U

3

2. g2)872  alxyx?—q? 4
14.218 fa;z\/:cz—tﬂ dx = cats 40') -+ 5 - a&- In(z + V22— a?)
14.219 fﬂ\/xg—az dx

(22 —a)5/2 , g2(x? = q2)3/2
Va2 —g?
—

3

14.220 = Vai—al —a m—n’%l
VETa VET g
1422 dex = - 4+ In(x+ Vi —a%)

—af
= dx

i
|
1

8
L

14.222 f‘xz ver—at 1 ixi

dr
14.223 f(_Q_x =@ S T
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14.224 f A =
(% = 2P Vzi - at
%2 dx 2
14.225 _EeE 4 Vi —at
(22— @232 7% — o2 Nl Vat-a)

23 dx VE—a — a?

14.226 375 r—
(22~ a®) VzE— a2

14.207 f—zdLn/z S SRS S
z(x® = a?) aVri—g @

x
a

V= a2

14.228 f i 9 = 1
2}z = of)%2 = atz atVzi—a?

U229 [ 1 3 3 et |2
23(x2 — a?)3/2 2a202\/z? — a? 20472 — o2 24° a

4 8

14.231 f o matpizdy = (EEwa)?

b

_ 2 2 g2
14.230 f (2 wa?p2dy = 2(x?— a?3/2 _ 3a2zV2?—d . %aﬁ In (z + V@—aF)

14.232 f 2Aa? - g2¥/2 dz = x(x? —‘-ia,z)slz + aﬁ;c(a;22: a2z _ a,ﬂ:\/::;—a,? . :_; n @+ VIT—a)

14.233 f et matprrde = (BRI adad- g

14.234 f(“z';—“ﬂ)m dz = ﬂ__;’_)’ﬁ — aWF @ * b sec-! z

14.235 f(xz —EPRyy = PR IVES 3 g+ V)
14.236 J‘!zz_:aazﬁ/z dz = = (32_2:22)3/2 + 3\/::22— a? _ %a sec—1 }§|

14.237 sen-;g.

S o=

14.238 ~2dr [ g
—— @2z

2 dx Ima - X a2 z
. 2f3 — = - - = -12
La’-—xz 2 + g sen”l=

14.240 (282 _ @ =292 _ /o s

a2 — 2 3

14_241f_...‘.’.5_ = -1 ("*— W)
zVa? — z2 i z
Vot — gt

= e —

14.24 —d=
2 fxa‘/as__,s o'z
14.243 _dx . _Yae-a& g (@@)

Na—a e T\

L4
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14,244

14.245

14.246

14.247

14.248

14.249

14.250

14.251

14.252

14.253

14.254

14.255

14.256

14,257

14.258

14.259

14.260

14.261

14.262

14.263

14.264

f Va2 - 22 ds
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#Ve?—a? o _ x
2 Ty

* - Jg. O 7
j al—x2dx = —(a'_zL
N

3

xlal — 22 a?xvai— 22 gt x
zlal—x2de = — L ) + -1z

4 - B i

N o -t L it

‘,‘ag-xz
—ds
Vaz —z2
T

5 3

LY.
R a,n(&g)
Vai— 22

= e en—13

f\/aﬂ-xz e = Vai—-= 1 ! (a+1fa.2—z2)
23 T TTTear T g 7
f dz z
(a2 - 12)3/2 = az\/;z-z——x?
rdx )
@=2B32 = a2
f a? dx el ~ sen~1=
@y = g
x3 dx a?
L S o —&
(2= zo)3/% of—a? + (a2
f dx 1 ln <a+ a2—x2>
(@ =772 = o m e 4

'
J' 2202 — 2232

J‘ dy -1 , 3 3 (a + \fa"-*z’)
_ + -3 gyl Vet
e¥(a? — £2p73 2a2:taT— 2 2atyfai—gzz 20 ®
Vo — 22
f (a2 =22)32dz = x(a2-4x2)3’2 + Sa’x : =+ %a‘ sen—lz—

f 2(@? = B2 dp = - (@ =2

5

z(a2= z2)8/2 a2x(a? - x2)3/2 atz\/a? — a2

2(a2 - 22)3/2 = - + +- -1z
fa:(a z2) dz = 5 } 7 t 16 + 16een 2

J @ - ampray = @22 e e

2 _ ,2)3/2
f_“(a 2?) -dx =
x

f (a? -z
—Q—x x

(a2 — 22)3/2

5

— v 2 _ 2
(az_—xz)a_/2_+_ aVal—z2 = a3 In <Ei_:__x_>

3
(g = g2z BaVa?-—o? x
= - - 22 sen—1%
T 2 2 a

_{a2=~ 232  3yal—x2 3 <a + Va2 — x2>
+ —éa, In

27 z
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2 2ax + b
tan

-1

P Vdac — b2 Vdac — b2
x
14.265 f— =
ax? + bz + ¢ 1 <2axtb _\/b2_4ac>

In
Vb2 - 4ac 2ax t b t Vb2—4dac

Si b2 = 4ac, ax?+ bx+ ¢ = a(x+ b/2a)2 y entonces se pueden emplear los resultados de las paginas 60-61.
Si b = 0 utilicense los resultados de la péagina 64. Si a o ¢ = () empléense los resultados de las paginas 60-61.

zda - L 2 -2 da
10266 [t — = @t bt o - g [ ey
22 dx - fC 2 b2-2acf dx
14.267 ch = = - Infax?+ brt o)+ 2 v
m _ 2 m-1
14.268 - shde o P 1 - ‘f L bf P
axf+ bx + ¢ (m-I)a aJ ax? +bx+ ¢ ag? + bz + ¢

dx 1 x? bf dz
14 .2 ¢ = =In—2%__ \ _ =
6 fx(a,x2+ba:+c) <a:c2h+l' bx + c> 2cJ az?+ bz + ¢

o _ as+ byt ¢ g ds
14.270 f perpepe iy vy W 2c21 — = ) " 2c? ax? + bxr+ ¢
14.271 f i = b —2— 2 f—dz

) taxf oz +0) ~ T (n— Dox"? 1)cx" 17 n=1(gxs + bx + c) 2"~ 2(ax? + bz + ()

dz - 2ax + b 2a dx

14.272 f @b T o © G T Y lac—12) @+ bz * C
14.973 f zd - _ br + 2¢ b (4

. (ax?+ g+ ~ (4ac = b2)(ax2 + by + ) dac —~ b2 ) ax?+ bz + ¢
14.274 x2dx - (b2 = 2ac)x + be 4 2 J‘ dx

) (@a? + bz + ¢ a(dac = B(ea®+ br+ o) dac— b2 ) ax+ hx+ ¢

f

14.275 f " dz - zm-1 (m =1e zm=2 dy

: (@x®+ bz+c)” = @n-m-=lalex?+hz+ o t @ru—m—1)a) (az?+bz+c)"

(n - m)b xm—1dy
@2n—-m—Ta J (azx?+bx+ ¢

14.976 zn—1 dg lf 2203 dg _e 22n-3 dp bj‘ 22n—2 Jy

’ @ttbztor = o) @ Foat ot o) (aalfbztor {ax?+ bz + o)™

dx 1 dx
14.277 f dz = ! _b 1 f
z(ax? t bx + ¢)2 Zc(axl+ bz t ¢) 2¢J (ax? tdzx ¥ ¢)? te x(ax?+ bz +¢)

14.278 dx - - ! _ 3a dx _ ZQJ‘ dx

: z%(ax® t bz + ¢)2 ex(ax? + bz t ) ¢cJ (ax?2+ bz te)? ¢ z{ax? t bz t oF
14.279 J‘ dx _ 1 _ (m+2n—3)af dz

) zm(axZ t bx t o) (M = D)ez™—{axZ T DX T c)» 1 (m = 1)e xm—2(ax? t bx te)t

- (m+n—2)b dz

{(m ~-1)c am— g2+ bx t c)n
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En las férmulas siguientes si b2 = da¢, Vex? + bz + ¢ = Va(z+ b/2a)  y entonces pueden emplearse las for-
mulas de las paginas 60-61, Si b = O utilicense las formulas de las paginas 67-70.Si ¢ =0 ¢ ¢ = O utilicense las

formulas de las pdginas 61.62.

‘/i_.ln.(mﬁ\/axh bz« ¢+ 2ax+ by
1]

14.280 f_____?_._ -
Vax2+bx +¢ _,__lsen—l. Zaxr + b o Lsenh‘l 2ax + b
‘}—a (\"b!_‘laﬂ -vra- ( 4M_b2
14281 f zdx - a:c!+bz+c _ . dx
Vaz?+ bz +¢ a 22) Vet bz t+e
14.282 _ et _ 2a:c 3bm+3b mj'
az? +bx +¢ Veaxlt+beto
_1 2ve Vgl + bx+ ¢+ bx + 2¢c
’ Vo
14.283 IL _
71 bz +
a“ wre —l—sen"l & o —Lsenh-l br 4 2¢
Ve lx] Vb2 — dae Ve l2] Vdae — b2
14.284 f# _ _Vartezto _ ij' dz
' Vo $bxF¢ e 2e) Vamitate
14.285 f Ve TtaTode = (208D Vuzlrbrre | dac b f
4a B¢ ) erEtbste
14.286 f zVaz2 + bx + ¢dzx = (az? + by + c)3fbre _‘Bizar ¥ o) oy ey
3 a a2 ° Y
_ b(dac - 8%

1602 IW
14.287 22Vaz2+ br+cdr = Saz — 5b (Gz2 4 by + c)3/2+ L "4va ax?+ bx + ¢ dz

24q2

‘/ 2
14.288 f—mdx = Vaitbzte +—b-f + cf o
¥ 2 Vax2+bx +e¢ aVoerl+bx+¢

Vel+bz+e¢ \/27
14.289 J‘wdt . _Yerbrre dx +.§f £
z ’ v aftbrte avax?+bxr+ec

14.290 d = 2(zes + )
J (ax?+ bz + 7 (4ac ~b) Vaa? + bz + ¢
dz 2(bx + 2¢)
14.291 f z =
(axZ + bz + )32 (b2 = 4ac) Vax? + bx + ¢
22 de _ (2b2 — dac)x + 2be 1 dz
14292 )} oo S —thvaP i bras | _J Voz
a{dae — B Vaxr*+ dbx + ¢ 3:2+ba:+c
g dx 1
14293 | = f /——7,— f x
zlax? + bz + P2 Vet TbaT¢ eVazt + bz T ¢ 2 ) (ax>+ bx"I"c)s/z—

2 + 2bx + ¢ b2 — 2ac d
14.294 f e -z =
22ax? U bz + 2= oy ax bz ro t e (ax? + bx + ¢)3/2

. 36, dx
2¢? ax?+ bx + ¢
14.295 f (ax?+bx + c)n+1/2dy = (2ax ¥ b){ax?+ by + c)n+1/2
4a(n + 1)

+@n +1)(dac = p? f(axﬁ + ba+ gn-1/2 dx

8a(n +1)
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14.296 24pg otz gy = (0@ 4 bE 4 ontIE b 2 1

s x(ax z t¢) 7 TR 2as (ax? + bx + ¢)» dx
14.297 dz 2(2ax + b)

(ax? +bx+ ¢ynt12 = (20 =~ 1)(dac — b2)(ax? + bx + c)»—172
8a(n = 1) dx
+ (2n —1)4ac=b2) s (ax? +bx+ c)yn-1/2
dx 1
14.298 x(ae® + bx + e)n* U2 = [Op = Delax? + bX + 172
1 dx b z
es xl(ax? + bx +¢)r—1/2 2c s (ax®+ bx 4+ ¢)n+1/2

Obsérvese que para las integrales que contienen 23 — ¢3 se remplazan por-n

14.299 J S = 6—; In xsz:x“): 7 ai\/ﬁ tan-! 22\;;

14.300 .;gidr”aa = g—alnﬁ(x—f”a;ﬁ + a—\/—_ta ai—\/_—gﬁ

14.301 S—?ﬁ;—dﬁas = % In (= +a®) 14.302 f x(x3 + 3 ﬁln (ﬁ%)
14.303 fﬁ(aﬂ,‘,i"—+‘m = 6—1;4 In xz(;'f—“;);'ﬁ - -‘;:;-l--\/-étan—l 2:\7;

14.304 s & i—xaﬁ)z - 3¢8(a::+ o 965 In = (_x:x“f — 3af\/§ tan—1! 2:“/‘53
14.305 v dz 2 A oasdel L jan-1 2220

@+a)E ~ 3BT a‘) 18at {x+a)? * a3 " a3
14.306 S (x: :d::s)z = - (zs+ asi

14.307 S z—ugl'f“—am z ~a—3(;3-|~—3 3as <x3—fj> /

14.308 S W—f——g aex W%r'_s 3a6$ Bq”? [\/ease .

T dx gm=2 o amptdy
14.309 Sch Lo - f?-l-—aﬁ-

@ e

—_ -1 1 dx
a0 § o, = BT @ w3+ o)

14.311 de - _ ot ‘”5\/_ u “2> - tan-1 _ﬁ“\/é
; x4t + at 4a3\/_ 22 2+ a? 203/2 = a
z dx 1 _, %2
14.312 m - '271-2-tan 1 Py
9 2 - + a? e
14.313 —22dz_ LEgPY <x azy/2 ") - tar;"ﬁz
e 4ay/2 @ + axy2 + a? 202 %% - a

14.314 J';%% = %ln(x‘+a4)
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14.315 S £ ___]._l x4
x(xt + a¥) 40 M 2% 4 ad
= 03+ 8 Vi
¥ ar o ax
14.316 S —grgr— + 1tan—1
#(xt+ af) = :z 4a5\/]é <x2 + axV2 + a2> 205/2 = o
14.317 s da - - 1 o
23(zd + ) 2aix?  2a8 tan™! a?
- drx _ 1 r—a 1 X
14.318 = = = R -1Z
S wt—at man(x+a A
x dx _ X2 — oy
14.319 S F—_G‘ - 4“2 n (m)
a2 dx 1 xr—a 1 x
= — —_— — -1 =
14.320 s #~a 4aln(x+a) tatnTly
3 dx 1
14.321 = J z 4 e gt
s 3= ot 4ln(:a: at)
i
dx = 1 (#=a
14.322 S xi{zt—a?) 4g1 ad
__dr 1 1 xr—a x
= — 4 == -12
14.323 s FaA—ah ~ otz T I8N (x ¥ a) t g tanTly
i Ly L (e
14.324 s %zt —af) Zatx? 4ab x2 + a2

dx
S z(x" + a")

-1
=1y

14.325

14.326

1

an
na® In

zn + an

2 o on + v

s 2" + at
Tmdy  _ ™" dy a  XMThd
14.327S (" ¥ any s @ T a1~ Y g (@n+ avy
d- _ 1 dx 1 dx
14 .32 8S P F T{z" + an) 1 ar g ZREn + any
14.329 dz _ 1 <\/x"+ an — \/;;'>
S zVazr+an Var +ar F Var
dq: 1 xR — gn
14.330 sk —31n (..._;“_
zn—1ldy 1
14.331 fac"-—a" = In (an ~an)
a™dx xm—ndy zm=ndx

W32 s

dz
14.333 .J‘ ™z — an)r

14,

s (@ =—on) 5 (@r=—a)T

1
an

dx
£™(x™ — an}r-l

1

dz —
xm a(xn _— a,n)r

auj'm

2 cos™ 14 # et
miar x
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76
- 2k = 1)r/2m]
14.335 zP— ! dx ~ 2k — 1),,,, -1 r+ @ cos [
Szt am = mazm » 2 sen tan a sen [(2k = 1)z/2m]
1 % 2k - -
= Smaim-p k;} 08 { 2m1)mr In (aﬂ + Zax msi%ml)lr + a’)
donde 0 < p = 2m. -
2Pt dy 1 ] kpz ka
14.336 Sm = omaEn=r ?HICOSTIYI x? — 2az f.‘osa + at

1 mg! kp:r z — g cos (kr/m)
—— it il -1 s
maZm—p kgl sen tan ﬁ_a sen (kﬂ )

——— {ln (x—a)+ (-1)? In(z +a
donde 0 < p £ 2m. t 2ma2m » { + )}
zP~1 dx
14.337 S T e
2(‘1‘,’2—1 m kaTr -1 X + 0 008 [2k”/(2m + 1)]
= G D o 180 a sen [2kn/(Zm + 1)]

_ (—1)p—1 % 2kpr . 2k .
B Da 7 T, g 11" (¥ T 2emcosg T e
+ (=1)»"1lln (x + a)
(2m + 1)a2m—p+l
donde 0 < p = 2m + 1.

xP!dy
14.338 G W

3 sen 2027 a1 (22 (Bkr/(2m + 1)
@m + l)a,z"‘ pIT, 2m + 1 a sen [2kx/(2m + 1)]

1

& 2kpr ) 2 - % 2kr b g2
+ @mF Damrri e B 1 "\ ® S om 1 ¥

+ In(x_a)
(2m + 1)aZm-P+1

donde0 <p = 2m+ 1.

A

14.339 J senazde = %%
a
14.340 zsenax dxr = SN az & cos ax
S z o
14.341 2 - = 2 _2
- Sa:aenaxdz = geenaxr + {3 ——]cosax

a? a?

2
14.342 rdsenaxr de = 2_8 sendar + B_x_ff €08 ax
S at [

143 g senaz ,o o _ gy = (02 + (ez)
x

3-3! 55!
14.344 S ser;zax i - senax a’S cosax , Mease 143731
14345 o % _ - 1 = ax
. = =1In(csc ax=cot gx) = —lntan—
sen ax [ a 2
2; 2 1

teaas gt 1l R Mep 2L DB

sen ax a? 18 1800 2n+ 1)!
14.347 Ssenﬁax dz = % _%
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14.340 fxsen‘lu,x dx = ’2_2 _ zsen2ax _ cos 2ax

4a 8a?
14.349 fseni*axdx = —gosar  coslax
a 3a
14.350 fsen"an:dx = Sz _ sen2ax | sendax
8 4a 32a
14.351 9 _ - _Logtax
sen-ax a
dx — coS ax 1 ax
14.352 — = e OB O0E 2 il
send gz 2a senZ ax + 2a Intan 2
14.353 fsenpxsenqx dr = seg(;p:'q;l)x_ seg(;pig))x [Si p= *q, véase 14.368.]
dz = 1 T,ex
sss [0 o atan(4+2)
—xdr _ oz (7 ez, 2 r_ax
14.355 T —wenas = atan(z+?)+§]nsen<z—-2—
de - 1 T _ax
14.356 fl +senax ;tan(‘i ?)
zdz _ _ = T_ex) 2 LA 3
14357 | 22 amn(4 2) +a,insen(4+ 2)
dr 3 froa), 1, fr, e
14.358 f(l—-senaa:)'*‘ - 2@““(4"-?)4-617:““ (4+_2-)
—dz _ _ _1 z_ag)_ 1 o ef7_e=
14.359 fn Tsenaxp | 2ot (4 2) [ (4 “2")
tan fax +
T ,,;} =
— —q
14360 [___@__ - *

In
aVgi—p*  \ ptaniar + ¢+ V- p?
Si p = =q véanse 14.354y 14.356.

P+ gsenax 1 (ptan%ax+q—\/q2—p2>

14.361 f dx q eos az +_P f dzx

P+rasen ax) = aP?—~ P+ qsen ax) P2 —¢q>) p + gsenazx

Si p = *q véanse 14,358y 14.359.
+4

14.362 f dx = 1 ran-1 Y21 ¢ tanaz

7 + ¢? sen? ax dp\[pz +¢ P

1 an~t Vpt—g®tan ax
P

—_—t
14.363 f dx = apVp® — ¢F
;th‘zsenzax i n (1/q2—p2tana.a:+p)

2apV®—p?  \V®—pPtanax —p
14.364 f Z™ spn ax dx = e 2T COS OZ + mzm—lzsen ar _ m(m; 1) j‘ Zm—2 sen az dz
a 1% a
14.365 fmdz - ..  Sengy a J’cosaa: )
zn o e + g dz [véase 14.3951
14.366 fSen"ax dr = ~Sem"lazeosar | » - 1f sen—2 gz dx
an n
14.367 f dz _ _ - cos ax L n=2 dx
sen® ax a(n —=1) sen® gy n—1Jsen"2gp
14.368 f.l?'x_. = —% €03 a2 1 NLEE wdx
senn g a(n ~1) sen®~lax a?(n—1)(n—2) sen®—2qyg n-t sen"—2 g
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sen ax
a

M%QSmwh=

14.370 zcosax dx = %084% . XSen ax
s a? a
. 2
14.371 s 22 cogsax dx = 2, cosax + (l—%> sen 4
_ {32 & £ _ B2
14.372 s xS cosardey = (-a—s—;;) cosax + (u a.s) sen ax
€03 6% _ _ {ax)® | {ex)t _ {ax)*
14.373 f " Pdz = Iz - 5.9+ £o47 = 8261
14.374 c";’c#dx = - gosax ¥noF e [Véase 14.343]
14.375 gz lln(secaac+tanaat:) = —lntan +%
cos ax a 4 2
14.376 zdr _ 1 [(ax)? + (az)t + Blax)s . E (ax)+? .
’ s C0SaX a2l 2 8 144 @n+ 2)(2n)! +
14.377 costar dz = % 4 Senfex
s 2 4
22 | zsen2ax , cos2ax
14.378 2 de = = L= —_—
g % cost ez n + 1a 802
s a 3a
14.380 cost ax dx = 3z + sen 2ax + sendax
' s 8 4a 32a
dx tan qz
14.381 = =%
cos? ax a
14.382 de _  _senax 1, .. f7 ax
: S cos¥azx 2e coataxr 2a 4 2
14.383 de - BSen(@ —pjz+sen @+ px Si g = p, véase 14.371.
f cos ax €08 px dz %@ =7) %a < P) [ P ]
14.384 S — % = -—Cotﬂ
1~cosax « 2
14.385 _zdr ~Zcot %2+ 21n sen 9%
1—cosax = a 2
1 ax
1438 Qircorar - ™%
xdx = Tean®® 4 2 ar
14.387 s THoosaz ;tan 2 + P In cos )
dz BN e ey 2
14.388 S m _ %a cot 3. r cotd 5

1 ax 1

dx ax
14.389 f (T 7 cosaz)? = Za tan5 + g tan3 - -



78 INTEGRALES INDEFINIDAS

2 .
—=——tan~1V(p — q)/(p + ) tan Jax
14.390 f dz wroe [Si p = *q véanse
. —_— _ 14,
p+ qcosax 1 1 tan jox + Ve Pla =9 ) 384 y 14.386.]
n
ay gt — pt tan jaz - V(g + p)l(g —p)
14391 f dz _ q senax p J‘ [Si p = %q véanse
) (p  gcogax)? @ —Pp+qeisax) 9 - ) ptgcosax 14.388y 14.389.]
dx 1 p tanaz
14.392 f = =’
PP+ gt cos?az apVp? + ¢t tan Ve + ¢
1 tan az
—_ tan—1!
dz apVp?—qt Vpi—¢
14.393
o7 = g2 cos? ax
p° = ¢* cos? gz 1 In (p tanax — V¢ -—p’)
2apVq? — p? p tanax + Vg2 - p?
-1 -1
14.394 f ™ cosax dx = rmg‘:énu + %— cosar — ﬂ‘.’l‘;i_..) f Zm~2coa ax dx
cos az ~ __cosex senax .
14.395 f————x" dz = = Dzn=T 1 f i1 [Véase 14.3651
14.396 f coshax dx = % L n lf cogr—2 az dx
sen_ax n—2 de
14.397 = - R 2
f cos" ax a(n — 1) cos*~1azx n—1]) cos"2ax
zdz z Sen ax 1 n-?.f zdz
14.398 f coshaxr = g(n—M) cos" laxz - aZ(n = 1)(nw2) cos"~2qax T cos"~2 gy

sen? gx
2a

14.399 fsen ax cos oz dz =

_cos (p—aq)x _ cos(p+ q)x

14.400 fsen px cosgx dz =

2(p—9q) 2(p + q)
il
14.401 f sen® az 0§ az dr = si;—:-ﬁf [Si n = =1, véase 14.440.]
+1 R P
14.402 f coshax sen gg de = w H [Si n = -1, véase 14.429.]
14.403 f sen? gg cos? gxdx = B’i— ser;ziax
dz -1
14.404 f sengrcosar @ In tan a2
dx = 1 LAPLC D T
14.405 f Sen* ax cos ax aln tan 4 + 2 a sen ax
14406 (— = lypggn 2P+ 1
sen ax cos® ax a 2  gcosax

dx = - COt 2ax

14.407 sen* gz cos? ax



14.408

14.409

14.410

14.411

14.412

14.413

14.414

14.415

14.416

14.417

14.418

14.419

14.420

14.421

14.422

14.423

14.424

14.425

INTEGRALES INDEFINIDAS

J‘aen’az dx = —se—-——":x + %l“ tan (E+ 5)

€08 ax I

costar . _ cosgr 1, . oz
Se1 ax .1 [} 2
dx 1 1 axr , T
_—— = F—————— + —Int -+=
fcos az(l £ sen az) * el Zsenaz) | 2a MR < 2 4>
dz + ! + 1 1
I, . — — Intan —
f sen az(1 % cos azx) = 2a(l * cos ax) 20 2
dx ar . r
— = ——Intan =z
f sen az % cos ¥ m/i ( 3)
sen gx dz z_ 1, + cos ax
f sen az * cos ax g T gq In{senar = cosax)
f _tosards = _ E In (senax * cosax)
sen @ * cos ax 2
f senazdr .. _ 1 In (o + az)
p+qeosaxr ~  ag n q cos
cos ax dx 1
= =1 +
p+gsenaz aq m P+ g sen ax)
sen gz de 1
(p+ gcosaz)® = aq(n—1)(p+ q cosax)*~!
J‘ cos ax dr _ -1
(p +q senax)® ~  ag{n = 1)(p + q sen ax)r—1

f dz - 1 In tan [ 8¢ * tan"! (¢/p)
psen ax + ¢ cos ax aVpr ¥+ 2 2

L tan-! (p + (r—g)tan (az/2>>
N B Ve
fpsen ar+qcosar+r I S, D VpE+ @ -1+ (r — g) tan (az/2)
aprtg-rt (p +Vpr+ @~ 72 + (r—q) tan (ax/2)

Si ¥ = q véase 14.421. Sir2 = p? <k ¢? véase 14.422.

f dz = 1 In{qg + ptan E%)
psen ax + q(l + cos az) ap 2,
f dx _ (1 gz + tan~! (q/p)>
peenax + geosar * yp2+ g2 av'p’-i»q’ 2
ds = L gan-r (RlaNCZ
p? sen? ax + ¢ costax apq q
dz 1 ,[ptanar=q
p? sen? gz — g2 cos? gx = Japq ptan az + g
sen™~lagcos"tlgyr  m - | f senm—2 gz cos™ ax dx
a{m + n) m+n
f sen” ag cosmax &x = 1 a1
sen™+1gy cos"~'ax + f sen™ ax cog"~2 ax d=
a(m + n) m + n
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( sen™~1qx m - | senm~2 ax P
a(n = 1) cos" lax n-| cosn—Zax OF
senm sen™ +1 m-n+2 sen™ ax
14._426 =% 4y = P e —1 n—2qy 0%
cos™ ax a(n - 1) cos"lazx n cos ax
—gepm—1 m -1 sen™~2ax
sen ax dz

a(m = n) cos" 1 gg m-—n cos" ax

(- -1 - cos™ 2ax
cosm~lgy . m- L Soa™ UE o
a(n = 1) sen®~1gz n-I sen" 2 ax
m —cosm*tlay m-n+2 cos™ ax
14427 cos™ ax, d2 = <0 a1 - n -1 enn—2 dx
sen® ax a(n —1) sen*~1gg sen"~2 ax
-1 m - cosm—2 qz
cos™m~ !y + 1 g/ : dz
a{m =n) ses”~lax m-n sen® gz
1 m+n-2 dz
14.428 f dx a(n ~1) sen™~Tag cogn~Taz + N - | sen™ 4z cos™ 2 gz
) sen™ g cos"ar -1 . m+n-2 f dz
a(m =1) senm~1qx cos"~!ax m -1 sen™~2 qg cos™ ax

14.429 f tanaxdx = —%lncosax = iln sec ax
14.430 f tantaz dz = 2R9E _ 4
a

2
14.431 ftans ar dx = ‘—“% + %ln co8 az

14.432 f"‘“‘" ag sec? ax dz - tan"tlar

N+ Da

14.433 fw—“dz = ‘—lllntan ax

tan az
dx 1
14.434 — = L
ftan oz alnsenm
227(22 = 1)B, (ax)2nt 1
14.435 f = l)(@ep | (ax)s | ez , . . n .
xtanaxdx a2{ 3 + 15 105 + TR
20220 — 1)B, (az)2n—1 4
14.436 ft_am ot (e 2am)s .+ 2 . ‘
z wr ar 9 | 6 ! Ene 1)(2n)|
14.437 f ztanax dx = gtanazr 1 In cog ax = 22
a a? 2
14.438 WL LI pe In (g senax + p cos azx)

q
P Fotanar = T+ @& T apE+ @)
\

14.439 f tanmazr dz = _tan*"law _ f tann~-2 gz dx
(n—1a
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14.440 cot ax dx = 1 In sen ax
s a
14.441 cot? ax d x = —coter _
s a
2
14.442 cotd ax dx = — SO 0x _ 1 4n o 5
S 2a a

+1
14.443 Scot"ax escZax d X ot ax

(n + 1a
2
14.444 S WO by = —lincotax
cot ax a
dax _ 1
14.445 S cotar ;lncos axr
1 (az)? (az)’ 2228 (ax)2n+1
14.446 S zcotar dz = az{“ 9 295 TRV
cotaz . _ 1 _ax_ (P _  _ P Baleapt
14.447 S z dz = ax 3 135 (2n —1)(2n)!
X cot ax 1 z?
2 = < b = -
14.448 S z cot? ax dx a +ahsenax =3
14.449 S L _ Pz w —9 ___In(psenax + q cos az)
pt+gceotar = P gp?ted)
-1
14.450 S cotraxr dx = w % - Scot"‘zaxd:c

14.451 Ssec 4z dr = ln(secax + tanax) = Zlntan{*E+Z
a a 2 4

14.452 Sseczax dx = 2%23(-

14.453 S sec® qx dx = %;anm + —le—lln (sec ax + tan ax)

14.454 S sech gx tan ax dy = sec” ax

na
14.458 X _ senox
sec ax a
_ LJtax | @it | Blemp | EaledPmz
tse §xsecaxdr - ;’{T+T+ 1t T e oEm+
sec ax - (ez)2 | Blax)t | 6lax)® | E  (ax)™
14457 ST“ = e+ T+ "6t Ta320 2n(Zn) |

14.458 zsectax dz = %2 tanaz + l’zln cos azx
S a a’



82 INTEGRALES INDEFINIDAS

dx z
14.459 4 - oz
fq+psecaz fp+qcosax
2 )
14.460 fsecnaz dx = S Paztanar | 5 -2 on-2 gy gy
a(n =1) n-1

14.461 f cscardr = %ln (cscax =cotax) = %lntan%
14.462 f esclax dx = cot ax
a
14.463 f esctax dy = —Ltscovcotopy 1 1 - In tan
20 2
14.464 fcscn gz cot ax dx = = £5CNEZT
na

14.465 f d2_ . co*az

csc ax o

-1 — 2n+1
14.466 fxcscaz dz = Liaz+ (o | Te2® -, 22 VB(az)int
P 18 1800 (2n+1)!
14.467 IEEC_‘EM = 1y Tazp 2! = VBfaz)n i
z axr ' 6 1080 (2n =1)(2n) !

14.468 j x esclaz dx = a;coat o +;1—2In sen gx
14.469 IL = E-E J‘L [Véase 14.360]

q+ pescax g ¢/ p + gsenax
14.470 f esctax dz = - esen”2 gz cot ax + 1= 2 csc—2 gy dx

a(n —1) n-l

14.471 f sen-1 E dx = 2 sen-l £+ Vu- = =-
2 —
14.472 f:csen'l!dz = (B8 -z, VR
a 2 4 a 4

? 4+ 200 VaE — 2
14.473 f 2% sen-’ z dx = fsen-’ r . w
a a 9
(z/a)8 1-3(x/a)5 13- (x a)7 v
2+3-3 2:4-5-5 246+

14.474 fﬂ(x/a)_ dr = g_ +
z

14,47 f sen- 12(;,/4) de = _sen”l (zfa) _ T.l <a+ Vai= xz')

x X

2 2
14.476 f(sen—ﬂ’ﬁ) dr = =z <sen-1 5) ~ 2z + 2ya?—2? gen-1 ai
a
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14.477 jcos—l%d:c = xcos"li—\/aﬂ—xz

» 2 gt Vat—zt
14.478 Ja:cos"%dz = (ﬁ-—n—)cos"lg—f.a_,x_

3 %2 + 20%) Va?— x?
14.479 f 2 cos"li dr = % c()s"li— - +

cos™ 1(:cla) o sen~1! (z/a) . .
14.480 f =3 Inz = f n R dx [Véase 14.4143

x

cos~1{xfe) _  _ecos”!(xfa) a+ Va’— a?
14.481 IT de = —T + (

x
2
14482 f(co,—l.:‘;) dx

i

2
w(cos'lz) - 2z — 2v‘c2—z2coe—|%

14.483 ftan“gadx = xtan—lg- gzln(z2+a2)
14.484 fxtan—lidx = Jertad)tant E - %
a a 2
2 k3

14.485 | s2tan-1%de = Stan1% 2 4 et tad)
a 3 a ] 8

tan—! (z/a x Wl T ot b =Y
14.486 f—lm—(—)d:c =2 g+ S - Yt

tan-l(xfe) ,, _ _1, _,x_ 1, [22+a
14.487 f-—x, deg = —_tan~lo - g In{ =07

14.488 f cot—? % de = g cot"1§+ %1n (x? + a?)

1z - 2 4 g2 1% ax
14.489 f 3 cot adx = =2+ a?)cot z + )

aZg o= Bt f 88y
14.490 fxzcot 'ad" = 7 cot i sln{z +a?%)
14.491 J‘%x/_‘l’)d:‘ % Inz = IEE%M-dx [Véase 14.486)

-t -1 1 2 + g2
14.492 f”‘ x"‘/“ dr = = xgz/a) +im <x 12u>

2

%
xsec“%-aln(z+\/xz—a2) 0<sec";<£

14.493 fsec 124z = P
xsec'l—z + aln(z + V2 —a?) % < seemlo Ky

2 _.x  avzt—a? 0 < m—]i{i

2 [ 2 a 2

‘B-‘.f';_.....”“:z-“'2 E{aec‘lz{r
a 2 2 a

—_ 3
sec1 £ — i”# - L@+ VE-a)

tad
3
— 3
%asec—li 4+ & x: of + %-ln(z+v’x’—u2)
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14.496

14.497

14.490

14.499

14.500

14.501

14.502

14.503

14.504

14.505

14.506

14.507

14.508

sec—1(z/a) da
s

>fsec—l !da\x

x2

r
f ese~1Zde =
o

Sa:cscl dx _

22 ese~1 ¥ dy
a

x

f esc1 {z/a} iz

f esc—1(da) dz,

x

S zm sen"l dg;

x
ZM cog~1 = dx
a ¢

S Zm tan—1 2 d”t,x

12
f x™m cot admh:

om sec—1 % dx

M cge-12 d
S ese~! 2 dz,

xcsc“% + aln(x-{-\/xz_—?)
xcsc“%—aln(x-l—m) —§<csc

1]
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LS alx)p 1+ 3a/z)®
Elnx+ LA 2( 8}3 e + &
_ sec l(x/a)l_ﬁ 0<m_,§{3
x a¥

2

2
_ see”x/a) ﬂ;“
x a

- Slafa)? |

T+7

2

A x
o sec“lz <

2
iz-csc 12, V2o
2 2
532
22 lx ava?— ¢ T2 <y
o ese” . 2 .

_ cse~ ! (xfa) _

N/ a?
—r

+ %ln(x+m)
ln(x+\{;2'—‘_)

0 <ege-12<?T
ese a<2

2
"% <ese~l=< 0
a

0 < (:sc“l£<z
[ 2

x #
c—sc“l(x/a) + —J_“'xr— -z < csc‘li <0
B E4 " 2 a

xm+1

S gmtl
x _ dx
_—T sen-’ g 22

gm+l z {

f xm+l1 d
-1= —y —_— dz
m+1005 ‘1+m*1 \[m

xmt1

x 8 S
+1tan“1; — _771/4_-1 2T azd"

gm+l

xmt1

m+1 L dS——dx
o eot™ U+ T e @

am dx
we Vet —at

zmtt see~t(afe) — 0 QuEdr

m+ 1 IV er_—gr

gm*l sec”l(x/a)_
m+1

gm dx

xm+l CSC l(x/a)
-fm+1f\/______——
22 — g2

1 xmtl ege— 1(x/a)

T m+1

™ dx

:FI S Vot —at
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14.509 feaz ar = ?

14.510 fzeudz = i;_"(m_%>

e 2, 2
2 —_—
14.511 f:ce"-' dz a (xz..__a + a2>

1l

14512 G anestdz = ahet* "fx,.-leu dz
a
= %: <xﬂ B M;—l + n(n-lz)x"‘z - (_};,)nnn!> si n = entero positivo
a
Lanip W (ez)? | (az)®
14.513 f” dn = s+ T+ TEL T T
Lind - —ear a eax
14.514 f dz = e At de“
14.515 g oz 1 e
: T T qot b a—pn(p qe®?)
da x 1 1
14.516 . -l (s e
f(P‘*’qe”) =t pigem ap" T )
—— un—l(@ gﬂx)
dx aVpg q
14.517 -
p qe = - (eu_ - !p)
2aV-pg 6= + V/—alp
14.518 f Zsenby dp = So\@sen by — b cos bz)
a? + p2

14.519 f €% 0og bz dz = €%%(a cos by + b sen bx)

a? + b2
_ xe(a sen by —b c0s bx)  e**{(a? = b?) sen by = 2ab 08 bx}
14.520 f ze® en bx dx = g - e
- xe*(a cog bz + b sen bx) eax{(a? = b2) cos bx + 2ab sen bz}
14.521 fa:e“ cog bz dx = i - s be

14.522 fe”lnxdx = .e“‘%.& %feid

14.523 feu sent bpdz = e“;sit;zf (@ sen bz — b cos bx) + %Iensem_z be da

ar n—1 ne—1
14.524 f e cognbxr dx = £ azc:_snzbsz (a cos bz + nb sen bx) I‘a(ml.gp. f eaT cos"—2 bz dx



86 INTEGRALES  INDEFINIDAS

14.525 flnzdx =xlnz =g

2
14.526 fxlnxdx:%unx—,})

= 2y : Si m = -1 véase 14.528]
14.527 foInxdz = ari\inz m+1 [Si m = -1 véase 14.528.
14.528 Inz e = lin2s
z 2
14.529 Ing g, = _Inz _1
: 2 = z z
14.530 f Inzdey = zIn2z=22Ing+ 22
14.531 f"‘""d’ = Imtiz [Si n=-1véase 14.532]
L] n+1

dz  _
14.532 fm = In(Inx)

dz In2z  Indz .
. =% = oy -
14533 (£ = m@na) + e + L2 08

amdx . + (m+1¥in?x . m+1Pndz, | |
14.53.f T =m@na)* mtDins 2 b

14.535 flnﬁzdz =z Intx - uf]nﬂ—lxdz

14.536 fz'v-lnnzdx = %ﬂm_ﬂf”"h‘"”dz

si m = -1 véase 14.531.

14.537 jln(z’+a2)dz = zhn(@+a?) =2 x + 2ata.n"1§

14.538 fln(zz-—aﬂ)dz zln(@2—a)=2 z + a(l"2>

24+ o2 _ am+1In (x2 = a?) . 2 J‘
14.539 fz"'ln(x_a)dx —r T m41) mEra®

14.540 fsenh az dx = C.‘M
a

14.541 j“enhudz _ _#coshay _ senhaz
[ as

_ (=2, 2 2z
14.542 fx’ sehhazrdz = (;+a—s>wshax_ﬁsenhuz



14.543

14.544

14.545

14.546

14.547

14.548

14.549

14.550

14.551

14.552

14.553

14.554

14.555

14.556

14.557

14,558

14.559

14.560

14.561

INTEGRALES INDEFINIDAS
senh ax _ {ax)3 (o5
AT gx = ax + fo)s 4L
f z 33! 545!

J‘ senh;zx da
x

dx 1 ax
%z 2 In tanh o>
rdz 1 (ax)3 T(ax)® + 2(-1)n@2% ~1)B,(ax)?n*1
_rax_ = Jdgp = 220 4 DREE L -
senh gg o 18 1800 (2n + 1!

fsenhz ax dx

f ¢ senh2 gx dx M -
. 4a

dx _ _ cothax
s senhZgx a

__senh.ax ta

T

h ,
f M dx [Véase 14.565)

- senh ¢z coshaxr _ 2
2

2a

cosh 2px 2?
8a? 4

f senh gz senh px de =

senh (g + p)x

senh (¢ = p)x

2(a+p)
Para g = *p véase 14.547.

g cosh qx sen px

2(a = p)

=~ p_senh ¢y €08 pz

fsenh ax sen pz dx =

fsenh ax cos px dx =

a + p?

@ cosh gx cos px + p senh gx sen pz

1

a® +p?

dx
fp+qsenhax = G'W

'n <qe'" tp ~Vete®
ges 4 p + Vit @2

- q cosh ax p

f dx
(P +q senh ax)?2 =

1

a(p? + g2)(p + q senh ax)

dx
p? 4 qup+q senh gz

_— taﬁﬁz——Lta”h azr
f dx apVg?—p?
PT+ ¢f senh? ax 1 l P + Vp?— ¢ tanh ax
20VEE = <p ~ VP2 = ¢ tanh ax>

j‘ dx
p? = q° senh? gz

fx"‘senha:c dr =

1
In
2ap\/p2 + q2 <

x™ cosh az _ l’f
P a

p + Vp2+¢?tanh gx
p = Vp?+ ¢2tanh ax

™1 eogh ax d=z
senhn—2 g dx

[Véase 14.5871

? -1 -
J senhn az dz = senhn—1 gz coshaqzr _ n—1
an n s
J’senhax de —senh ggx
xn =

(n— 1)an—1

dx - - cosh azx _n

sen h» gy a(n = 1) senhnTgyx n

= ¥ cosh ax

a cosh az
+ n - 1.( gn-l1 dx

-2 dx
- senh®~2 qx

1 n-2

Fti,

a(n — 1) senhr—Tgx

aZ(n w= 1)(n = 2) senh®~2 qx

— n—1

[Véase 14.5851

z dz

senhn~2 gx
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14.562 fcosh ar dx =

senh ax
o

14.563 f % coshax dx = Ltsenhar cos}? ar
) P i
14.564 2 coshax dz — —2%¢ coshaz+ (22 2
f” coshax dz — . + 23 ) senhaz
cosh ax (ax)? (azx)* (ar)®
14.565 CoSha% 4r = Inz 4+ ) +
f z da S PrY 4'4!+6'6!
14.566 f °———°5h2“. de = Ccoshazr + fse;ﬂ_h_‘ﬂ dz (Vease 145031
X z x
14. 567f 2 — 21
cosh ax o
rdz 1 j(ax)? _ (ex)* | 5(ax)® (~1)"E(ax)?n+2
14. = - _ a2, sax)t . .
. S cosh az a2{ 2 8 " t toraemt t
14.569 f cosh? ax dXx = % 4+ senb gx cosh g
2
_ 2 h 2ax cosh 2ax
14570 2 - == x sen _
S z cosh? ax dx T + de 2o
14.571 _ 6z tanh ax
cosh? gz a
14.572 f . «dy - senh(@=pz  serh(a+ p)x
cosh cosh pxdx Ma-p  + 2T
14573 | cosh az sen prde = & senh gg sen px — p cosh az cos px
a? + p?
14.574 f cosh az cos pr dz = & senh 4 ¢o8 pz + p cosh gz sen px
@+ p?
dx 1 ax
SN s e LS
dx _ 1 ax
14.576 f woshar =1 p coth 3
z dx Tx azx 2 ax
14.577 R = @9 . L o
fcoshax 1 = 3 tanh 2 p In cosh 2
14.578 __wdr ~Zeoth® 4+ 21 enh &
’ coshgr =1 = o 2 7 a2 2
dz -1 ax 1 3 3%
14.579 f e TIE C zateh Y~ e G
1
—_— —_— 3
14.580 f (cosh e W coth & = == coth? %
n-1 gt
14.581 f 9!‘ Vet — ot
p+qcosha.‘n (e“+p v(_'_;g)
=+ p+ VpEi— @
14.582 - dz
rt+gq cosh e = u(g® ~ pﬁ)(p + q coshaz) — g P T ¢ coshax
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1 1 In p tanh ax + Vel
14.503 f dx 2V - @ tanh az - V!
. T =q@coshar =
pt — gt cosh®qr = -1 _, p tanhaz
lapVe>— Ve -p2
i 1 n(p tanh oz + \}pﬁ-i-q*)
14.584 dz 2ap\fp3+ q" p tanhax — Ver +¢*
—_— = 4
' fp“ q* cosh? gz 1 ., ptanhax
L apVpd + ¢ Vit g
14.585 f am coshaz dz = w -2 emlsenhazde [Véase 145571
S
14.586 j‘ cosh® ax dz = cosh®~ l gg senh gz . L fcosh"'z az dx
an n
14.587 coshay . _ cosh az senhaz {Véase 14.559]
’ zn (n—1) n— 1 zn—1
dx senh ax n—2 dx
14.588
f cosh® ax a{n = 1) cosh"~Tgg n—1) cosh"Zax
b4 % senh g2 1 n-2 2 de
14. 589f mﬁ% a(m— 1) cosh*~ Tgg + (N = 1)(n = 2)aZ cosh®~2ax + n - | cosh® 2 azx

2
14.590 fsenh a2 cosh az dx = S.E‘é’:l.ﬂ
h {p + g)g + cosh (p = )z
14.591 senh px cosh gz dz = ==
f P 2+ 0 2Ap—2)
senhn+ ! gz o
14.592 S senh® gz cosh ax dz = ~nDa [Si = -1, véase 14.615.)
14.593 cosh® gz senh ggdx = CoSh"*lez [S n = -1 véase 14.604.]
m+ 1ja
14.594 fsenhz ax cosh? gg dz — Sihdax _ Z
32a

14.595 4 - lytanhax

senh gg cosh az a
14.596 _dx = 1l n-teenhax — SBCHOZ

senh2 gz cosh gz a

dz sechaz , 1, ..., 6%
- ~1n tanh

14.597 senh az cosh2 az 4 a® 2
14.598 _dz  _ _2coth2x

sen h? qx cosh? az 4
14.509 f senhPaz o _ senha# _ 1.0 1genh gz

cosh az 4 e

cosh?az . _ oshas , 1 az
14.600 cosh? o = h L 1n tanh &
14.601 dz = 1, {1+senhaz) , 1, . .0

fcosh az (1 + senh ax) 2a In cosh ax + at‘“
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L ntanh & 4 i

14.602 d = S S
senh az (cogh ar + 1) 20 2 2a({coshax + 1)

1
2a(coshaz — 1)

14.603

!

1 ax
dz —~ o= Intanh - ~
senh az (cosh ez = 1) 2¢ T AN

14.604 f tanhax dzx = i—ln cosh ax

14.605 f tanh? a 7z dx="2 ta—"ah‘”

2
14.606 f tanhd az dz = %lncosh ax = E‘E;;‘l“—’-

1
14.607 f tanh" az sechlag d x = anh"+laz

(n+ 1a
2
14.608 sech?or 4o _ 1y ianha 2
tanh ax a
14.609 4z - lpenha
tanh ag a
14.610 f xtanhaxdziy @’  (@P el (Z)r 12220 ~ DBzl
[} 3 15 105 @ + 1)1
2 _ z2 _ gtanh az 1
14.611 z tanhlaz dz = Tt a In cosh a2
tanhaz , _ (@B . 2em)t _ | (CDPTIZR@R —1Baaint
14'612f 7—dz = az 9 75 @n ~1)(2n)!
dx px q
14.613 4 -1 _
fp+qtanhaw - Tag a(p? = ¢%) n (g senh oz +p eosh )

14.614 ftanh" az de = —tanh"lap S tanh"~2 &z dg
a(n = 1)

14.615 fcoth ez dx = ‘llln senh ax

14.616 fcothzax dz = = %

14.617 f cothtazr dz = lin senhaz « COth% 8Z
a 2a

14.618 f coth® a z csch? ax de = -cothm+'az

(n+1a
chZ
14.619 SSSde = —Lincoth ax
coth ax a
dx 1
14.620 = ZIng
wothas aln 6sh az
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1 (@az)3  (az)’ (=1)n-1220B (az)2n+]
14.621 = L ey _ T
s * coth az dx e «{az + 55 295 T @)t
2
14.622 % coth? gz dz = £ - zethoz |\ Ly senhgg
S a a
1 ax  (ax)? (—1)n222B, (ax)2n—1
14623  Sothez g, - _ 1 44z n !
s —x ® ezt 3 " 135 T n—DEn
14.624 __dr 2

__a
s pT qoothazr = F — g2 apf—gf " (Penhax+q coshaz)

14.625 thn de = = oth" "oz S -1
s co ax s =) + coth® 1 az dx

14.626 S sechaz dz = %tan-l ¢az

14.627 Ssech%z de = tﬂ‘%

14.628 S sech? ax dy = sech gz tanh gy + 2i tan—!senhax
7

2a
14.629 S sech® az tanh ax do = - sech” 6z
ne
14.63 dz — senhax
sech az a

_ 2 [ee _ (ea¥ | blax)s (~1)E (az)in+2
14.631 Ixmhaxdx = a’{ 3 3 +EL+”’ T D@ +...

14.632 J « sechlax dz = &:}hﬁ —%Incoahaa:

R s U L
= 7 e 4 96 4320 2020y
dz z_p dz )
14.634 __d  _ oz _p
S g + p sechax q q fp—+ 4 cosh az [Véase 14.5811

- hm =2 g4 tanh n—2
14.635 S sech® aqz dr = 22 o % n-2
aln ~ 1) + o= |sech""2azds

14636 Scsch ar dz = %lntanh%

_. coth gx
a

[}

14.637 Scscmax de

14.638 S eschlazr dp = ~CSChaxcother 1, . . ox
2a 2a 2

14.639 cschrax coth az dg = - Sch™ oz
S ne
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dz _ 1
14.646 == - o cosh az
1 3 T(ax)® 2(—1)n(22n~1— 1)B (ax)2m+1 + . . .
14.641 fﬁ(&:haz dx = ;E{aw -— (llzsl. + ___(an:) 4+ e 4 (2n+1)!n

14.642 f x cach? ax dz 2 coth az 1 L Insenh oz

csch ax _ 1 az , TaxP o (—1)n2(22n~1 ~ 1)B,(ax)?*—1 o
14.642 f r T "a "6 Ts0 t @n =D)@n)!
14.644 IL = £_Pf___ dz [Véase 145531

q + peschax ¢ 4/ p+ gsenhax
14.645 f csch® az dz s csch;(‘:le)coth & - : I2 . csch=2 az dx

14.646 fsenh—l 2z = g senht £ = Vaita

2 2 2 2
14.647 fa: senh—1 5 dz = (52—+5'—> senh—lg _ /atta?

4 4

14.648 f,,z senh~1 £ cz = %’ ey £ 4 o= VTS

a

¢ (x/a)? 1 v 8(x/a)s 1+85(zla)? + . ..
@ 2'3°8 2:4°5+5 2:4:6:7+7 lel < a

14.649 J'M dz = In? (2z/a)  (a/x)}* | 1-3(afzyt _ 1-8-Blafz)® . . c>a

- 2 2722 7 2deded  2746+6-6
_In?(-2z/a) | (a/=)? _ 1-S(a/z)t | 1e3-6la/e) _ ., L.,
2 2+242 Bedede g 2+¢4+6+6+86

14.650 j‘senh‘lz(a;/a) dz = — senh—1(x/a) _ i In (a +v‘x5+a3)
x z

x
. z cosh~1 (z/a) — Va2 —a2, cosh~! (z/a) >0
14.651 h-1 = dz =
f o8 a °F 2 cosh-' (/@) + Vz2—a2, cosh~! (z/a) <O
x }(222 — o?) cosh™! (z/a) ~ }xVz2—a?, cosh~! (x/a) > O
14.652 f 2 cosh™? =dz =
e }@x2— @?) cosh (z/a) + }xvVat—a?, cosh! (z/a) <O
§#® cosh—! (x/a) = }(=? + 20%) Va2—a?, cosh~! (z/a) > O
}8 cosh! (w/a) + §(#2 + 20%) Va2—a?, cosh’ (dg < O

14.653 f:c’ cosh“‘z-d:p = {
f cosh~! (x/a) ;. — [% In? (2z/a) + é'l"lﬁ")gz + 2.4.1-3(«:44;)2-4-«5(«:/45)6 + . ].
x

14.654

+si cosh-1(z/a) >0, — si cosh~!(x/a) < 0

14.655 f°——°’h:2(”/“) dp = - 2507 (a) 5 1y, (“._+ V:"‘”“’) [- s cosh=! (da) >0,

z +si cosh—1! (z/a) < O]
14.656 tanh-1%dz = ztanh-1% + Zin(a?—2?)
a a 2
14.657 fzmh—tidx = %4 1a2— o) tanh-1Z
a 2 a

2 -1 2 _ ax? 2B . _x a 2 — 2
14.658 fx tanh‘adZ = gt g tanh~1 7+ = In(a? = 2%



.659

.660

.661

14.662

.663

.664

14.665

.666

14.667

.668

14.669

14.670

14.671

14.672

14.673

14.674

14.675

14.

676

14.677
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J‘tanh: {z/a) da z (z;:)s % +
ftan‘h;‘z @a) g — _ tanh ! (la) , 1y <a7f27>
fcoth—! 7’: dz = gcoth-la + -gln(x2-a2)
f % coth~1 z dr = E + J(22 = a?) coth—lg
fﬁcoth 124y = a% +?coth 1 —+ %—ln (%% = a?)

fcoth—l(x/a) dr =

x

coth—1 (x/a) _
SR =

S sech-1 £ gz = ’

a z

f 2 sech—1 L = {
a

J‘sech‘1 (x/a) dr =

x

fc»sch‘1 Z 4y =
a

2
fx esch-1 2 gg = &
a 2

f csch™! (x/a) dz =
x

f am senh—1 L dr =
a

f z™ cosh—1 da;

f 2™ tanh—1 L dz =
o

f #m coth-t % dg
(3

]
f zm sech—1 = da =
a

fxmcsch—xidx =
@

- (2 + (alx!’
F 32

% csch~!1 2 & asenh—1 &
a a

@ )
52

_ coth—1(x/a) 1 22
x + 2a In (:cz — a})

sech~! (z/a) + a sen~! (x/@),  sech-1(z/a) > ©

sech~! (z/a) — a sen™! (z/a),  gech~!(x/a) < O

}«? sech—1 (z/a) ~ fava? -2,
422 sech~! (z/a) + java?—22,

sech—!(z/a) > O

sech—!(z/a) < O

—% In (a/x) In (4a/z) —~ (x/2a)22 .21;43_(."”1@:); ©+y  sech~!{z/a) > 0
§in (@) In (dafr) + Jl o LASGAR 4 et ygg) < 0

[+si >0, ~si2< 0]

cse [+si € >0, —si g <0]

h-1% . a\/avz+af
(" 2

§In /) In (dafz) + JE1eL__Li3(wla)t 0<z<a
- - - (xfa)* | 1-3(/a}* _ ..,
} In(—2/a) In (—2/4a) 2_2_2+ 2_4(.3:4?)4‘ ' —a<2<0
_ g a/x)" 1 3(a/x)s
o ?Tm+ lel > a
xm+ senh- I_ _ J‘ pm+1 .
mEi’ m+1 Veta o
zmtl - ;E_ 1 ) zm-‘-l
w1 mfﬁdz cosh~1 (z/a) > o
M+ gm+il

1 x
X -1E
1 cosh~12 + 1 cosh~1 (z/a) < 0

- oy da

qim+H1 tanh~! 5 Tmicl faazt”f;z

;m+11 coth~ 1—— m|-| f_g.mj_lfdx

s S CL

7:":11 S“h_l% - —— % sech—t(z/a) < 0

xm-Cll csch—l—-»m‘:_i % [+si 2>0, =si g<0)



Sea f(y) definida en el intervalo ¢ = 2 = b. Dividase este intervalo en n partes iguales de longitud Az = (b = a)/n.
Entonces la integral definida de f(x)entre x = @y x = b se define como

b

15.1 J‘ flx)de = lim {f(a)az 4 fla+ Ax)Ax + fla+2Ax)Ax + v 4+ fla + (n- 1)Ax)Ax}
a X ]

El limite ciertamente existe s f(x) es casicontinua

Si f(a:) = dig(x), entonces por el teorema fundamental del célculo integral el valor de la integral anterior se
x
puede hallar empleando la férmula
b by b
15.2 f flx)ds = f LpI@de = gl@) = g(b) = g(a)
[ a a
Si el intervalo es infinito o si f{x) tiene alguna singularidad en algin punto del intervalo, la integral definida

es llamada jntegral impropia. Tales integrales pueden tratarse como las definidas mediante el empleo de adecuadas
operaciones de limite. Por ejemplo,

< b
15.3 f j(x) dx Iimf flz) dx
[

a b
L b

15.4 f flxyde = Ilim f j(x) dx
. a=—@

berwo s

1]

b b-c
15.5 f f(x) dz = lim f(x) dx si bes un punto singular
a €=

a
b
15.6 f f@de = Im f(x) dx sin es un punto singular
e €=0

ate

b b b
15.7 f' {fle; = glx) £ h(z) £ ---}dx = f f(=) dxif g(z) dx tf h(x) dx = . ..
o

[ [ a

b b
15.8 f cflx)de = cj f(z) d= donde ¢ es una constante cualquiera
a ]

15.9 f“ j(x) dx
g

15.10 fb f(xydx = ~ uf(a:) dx
I

b
c b
15.11 f f(z)dz = flx) dx + ix) dz
a J oo §

4

I
o

15.12 f flxyde = (b = a) f(e) donde ¢ se encuentra entre g y b
a

Lia formula anterior sB conoce con €l nombre de tcorema de! valor medio para integrales definidas y es
vélida siempre que f(x) sea continuaen a £ % £ b.

94
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b '~
15.13 j flx) glz) de = flc) f glx) dx donde ¢ se encuentraentre gy b
a a

La anterior es yng forma general de 15.12 y es valida siempre que f(x) y g{x) sean continuas en
g =22 £byaque g(x) 2 0.

d (o} gl ) oF dqbl ~ d¢2
15.14 Ta o Fix,a) d= f Eda: + F(qﬁl,a]z F(%.a)Tj:

aia)

En lasg férmulas siguientes el intervalo comprendido entre r == g y x = b se considera subdividido en n partes

iguales por los puntos. & = Zg, %, g,
@), k= (b = a)/n.

Férmula del rectangulo

oy Tp—p Xy = b Yy sea Yo = f(xo): Y = f(xl)a 1/2 = f(xz), vy Un T

b
15.15 f feydr = Rhlyg+y+ys+ o+ + ¥n-d)
a
Férmula del trapecio

b
15.16 ff(x) de = é‘-(yo+2y1+2yz+ st 2y Y
a

Férmula de Simpson (también llamada férmula de la pardbola) para 1 par

b
15.17 f f@) do v B +dy 20+ Ayt e+ W V)
q

" dx . ®
s [t -

15.19 f:;.@ﬂ.ﬂdx: T 0<p<1
9 1+ 2 sen pr
1 m+i—n
15.20 f....?.l"..dx - Tt g<m+i<n
¢ T tar n sen {(m + 1)r/n]
15.21 f” x™ dx seny mp
; 1+ 2% cosf+a2 = senmr senp

15.22 fa_EL_ -
o VaZ—ax? 2

4 2
15.23 f V- = 2
§

a _ aqm+it+np I‘[(m+1)/n] r(p+1)
15.24 fo em(gn = gmyp dz = o T
x ym dx (_1)r~lﬂam+l—nr I‘[(m + l)/n]
15.25 f @ + any Asnm+ Da/mor — I T[on + Djn =1+ 1] 0<m+1<nr
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Todas las letras se consideran

positivas g no ser que se indique lo contrario.

{

0 m,n enterosy m¥ n

T
15.26 f sen ma sen nz dx -
0 72 m,nenterosY m= n

T 0 m, nenterosy m #n
15.27 f cos mz cos nxdy =
4 /2 mnenterosy m=n
T 0 m, f enterosy g + g impar
15.28 f sen mz cos nx dx ’
8 2m/(m? = n?) M, enterosy m+n par
w2 n/2 r
15.29 f sen?zdx = f cos2x dxr = =
t b 4
w/2 n/2 B T -
15.30 f sen?mz dr = f cos?mz dz = 1_2%6%7;_11. m=1,2,
8 0 m 2
/2 /2
246141 2m _
15.31 mtlg de = 2m +1 = < =9 - =12,.
j; sen x dx J; cos 2z dx T°35 omI1’
/2
- - I'(p) T(q)
15.32 j senZP—lx eog2a—1g =
'] s dx I‘P+ q
7/2 p >0
o
15.33 f se—l;ﬂdz = 0 p=o0
b
—-#/2 p<o0
0 p>¢>0
15.34 f XOPIOSEE g = {a/2 0<p<gq
L3
/4 p=q >0
15.35 fwse'n———pz:e"q’ dz PO <pEd
4 ¥ 7¢/2p Zq >0
] 2 @
15.36 ie_TLd" % dz s} 15.41 f Lsenam® 4y - Ze-ma
J; x 2 0 x? + a? ¢
L]
1 — cos px - 7P J‘" sen mz - T -
15.37 f —_—r = IP 15. e Z (1 —¢~ma
o z¢ d= 2 5.42 ; z(x2 + a?) 2a2( )
15.38 f” CO8pr—co8q2gy = g 15.43 f” dz 27
b x 0 a+bseng = m
1539 f-n cospx — cosgz ;. _ (g = 15 44 j«Pa dz P
§ 2t 2 9 @+bdecosr = fa2—p2
15.40 ® cosmz T /2 dx cos~l(bla)
: T dg = ggem 15.45 f =
0 o i a+bcosz Vaz — b2
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m dx _ o de Ora
15.46 j; (o * D sena)t _I; @ * b cog 22 (af— DY

15.47 ([ dz 2
"; 1—-2acosz +a2 — 1-—a2’ O<a<l
15.48 j" x sen z dx - (da)In(1+a) laf<1
o 1—20cosx + a2 rin(l1+Va) Ja]>1

T
15.49 I ne__mr__de_ e @< 1 m=012,
0 _‘:1—2¢1.cos:a:+a2 1— a2 »

15.50 j; senaztdw = j:ocosaxz & = —2-\{55

L
15.51 J; senazt dz = — 1/,.1(1/71) sen&, n>1

» 1
15.52 " eos ax do= n>1
x L]
15.53 f L gy = f Brir = 1,1
0 \/E o Vo 2
= 0<p<l1

%0
Sén x T
15.54 j; o dz = @) ser @r72)

15.55 f“”d
xP

T
2I'(p) cos (pz/2)’ 0<p<1

15.58 f sen’z g = 3
0 8
f sen‘x de = %
15.59 3
k8
15.60 p 3
15.61 fm- - dg =T
1 + tan™z 4
fwz 1 1 1 1
x b — — — o — — R )
15.62 " seng s = 2 {1’ 32 + BT + }
15.63 lltan—lz 1 1 1 1
g ® T nETmEteEomt

1 -
15.64 IM“ = Iz

15.65 ‘l—cosx-d-i—m-:f”cosxdx =y
<. " .
©
1 dx
15.66 —_— = =
J; <1+x2 cosx) s y
W 0
15.67 J tan-lpx —tanl gx g, = 7T, 2
o % 2 q
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w

-0z gosbx dx = —%—

15.68 sy e cos bxr dx T
“ b

15.69 —az b = o ———

S0 ¢ senbs dy a + b?

2 o= b
15.70 f e senbr 4 = tan-! 2
0

x

x

L]
15.72 e-ot dp = l\F
SO 2 a

@°
15.73 s e_‘“! cos bx dx = J_.Jie—b’ﬂﬂ
@

15.71 f”_c;‘i—_ﬂ’id, - 1,,%
0

0 2
15.74 ue—(az’+bz+c) dx — _1, Ee(b'—mu«: fcer b
S, 2\« e
donde  feer (p) = ._2.- " e -2 dx
Vr s,
[
15.75 f e—taxl+br+o) dg = T (b ~4ac)/4a
- 1+ 2
®
15.76 f gne—ozdy = LAl
f art!
® Ij(m + 1)/2
® ¥ 1 T vab
15.78 J" e—taxt ity Jp = 3 ;e"’“
1]
= edr _ 1 1 1,1, ... -7
15.79 fo_e=~1‘12+2=+3=+4=+ .

® gt = 1,1,1, ..
15.80 J;e:_ldx = I‘(n+l)(1n+2“+3‘+ )

Cuando n es par esta ultima suma se puede hallar con ayuda de los nameros de Bernoulli [véanse péaginas
108-109y 114-115).

° zdx i1 .1 1, - 7
15.81 S| € 4 1= 12 22+32 42+ 12
1582 QT2 4 = rman(Lt-Lyl
20 Fry® = redn G opty :

La suma de esta aitima serie puede encontrarse para ciertos Valores enteros positivos de 1 [véanse las pagi-

nas 108-109y 114-115].
15.83 a"’ﬁﬂx— dx = %cothﬂ - L

e21rz_1 2 2m
15.94 J; (m-e:)x =y
— 2 —
1585 T LTT T gp = 4y
s0 z
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" Va2 — b2
15.107 f In(g+beosz)dzs = gln <%>
[}

{21rlna, azb>0

T
15.108 j In(a2m2abepgz+ ¥ dx =
9 22Inb, bzg>0

/4 -
15.109 f Vin(1+tan ®)dg = -§ln2
8

/% 14+bcosx
15.110 secz In (m) der = %{(CW-I G)z - (cos'l b)’}
¢

a
_ _fsena senZa  senda
131N J; In (2sen-2-)dz = (l'-‘ =gt T )

Véase ademds 15.102.

-]
15.112 f senar gy = tanh"’”

senh bx 25

x
15.113 o8 X = I g
J; cosh bz dz 2b sech 2b

2
15.114 zdz - T
senhax 4q?

® gnde il
15-115 f senh gz -  2egAtl r(“+l){1_n'ﬁ+2n_ﬂ+3 }
s

La suma de esta Ultima serie puede hallarse si n es entero positivo e impar [véase la pagina 108].

15.11 senh az = T e o1
5-116 ,£ ez 1+ 1 dz 2b%8¢ 5 2a
15.117 (senhez g, - L _ 7 o
" 35! -1 T 2a 2b b

15.118 f‘ﬂ'”); bz) gy = {f(O)—f(w))ln%
¢

Esta Gltima es llamada integral de Fryllani la cual es valida si f(x) es continua y si N f(@) = f{=) g converge.
x
1
dx 1 1 1
15.119 f == = = =
b - ittt

15.120 _!; (@ +zm—la—z)"1de = (2a)m+n—111"((7:;)£(:))



L
16.1 T(n) = f tn—=lg—t dt n>0
]

16.2 In+1) = =nT(n
n! si n=20,1,2,...donde 0!=1

16.3 Mn+1)

Cuando n < 0 la funcién gamma puede ser definida con ayuda de 16.2, por ejemplo,

16.4 I'(n) = &:—H

Tin)
- : ;
/

\
NN
. Y L

N

Fig. 161

= a5 @y — -
16.6 rm+4 = _1 '3_2'(':2m_1)_‘/; m=1,23,
16.7 r=m+d) = 3 ._1).7".2'("2\1/;{;- ) m=123

101



102 LA FUNCION GAMMA

16.8 I(p) T{l— p) = Sen"pﬂ
16.9 21T Ma+  4)=  Vrr(2e)
Esta dltima se llama férmula de duplicacion.
16.10 I‘(xll‘(x +_1_) I‘(z +-E) e r(;.; +”‘_“1) = m¥%—mz (27)(m=1/2 T(maz)
m m m

que queda reducida g la formula 16.9 cuando m = 2.

16.11 rz+1) = lim 1:2:3 .k ke

k= (x+1)(x+2) 1 (x+k)

1_ = < x —xf
16.12 @ zc”"}ll{(1+a)e “"}

La anterior es la manera de representar la funcion gamma corno producto infinito.

La constante y es la
constante de Euler.

16.13 My = f e Tlnzde = -y
]

(E) I 1.1 11 N\, (Ao ),
16.14 1A Y+<1 ,,>+<2 x+1>+ +<n ac+n—1>+

2¢  288x% HIB{00

16.15 Me+1) = ‘r—z,,”,e_,{l . %* 1 139 }

Esta es la llamada serieasintética de Stirling.

Si en 16.15 se hace x = n entero y positivo, entonces la féormula de Stirling da una apruximacién Util para n !
cuando n es suficientemente grande [p. €. n > 10].

16.16 n! ~ \/21mn"e"'"

donde ~ se emplea para indica: que la razén entre los términos a ambos lados se aproxima g 1 a medida que n - =,

16.17 Mix)2 = —=—
e 2 senhxe



1
17.1 B(m,»n) = f tm—1 (1- gn-1 dt m>0 n>0
o

17.2 B(m,n) = g‘((_mm_)f_(:_))

Mediante el empleo de 16.4, pagina 101, se puede modificar la definicion de B{(m, n) para incluir también los
valoresm < 0, n ¢ 0.

17.3 B(m,n) = B(n,m)
/2 =
17.4 Bim,n) = Zf senZm—llg cog?n~1 g de
9
[ —
17.5 Bim,n) = g
(1+ t)m+n
vl -
17.6 = ot -—-gn-t
B{m,n) r(r + 1)an0 EETED dt

ne



18.1 Separacién de variables

fi(2) g(w) dz + falx) gay) dy =

Sil@) 72(¥)
27 PR

18.2 Ecuacion lineal de primer orden

&+ Py = Q)

yef“‘f = J-Qs.‘*"“d:c + ¢

18.3 Ecuacién de Bernoulli

Lt P = Qe

pell-m) fPdz=( 1 - n ) eru—u) SPdagy + ¢

donde p = yt—m,  Si ¢ =1, la solucién es

Iny - f(o—P)dx ve

18.4 Ecuacion exacta

Mz, y) dx + Nz, y) dy = 0

donde oM/ay = aN/ozx.

fMax+f(N—%fMM)dy - e

donde dx indica que la integracion debe realizarse con respecto
a x conservando a y constante.

18.5 Ecuacion homogénea
d
-Ez = F{.y.
x 0 X

_ dv
e = [t

donde ¢ = y/x. Si F(v)= v, lasoluciénes y=¢x
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yFxy)de + 2G(zy) dy = O

_ G(v) dv
e = f . ©

donde 9 = gy, Si G(v) = F(v), lasolucién es gy =c.

Ecuacién lineal homogénea
de segundo orden

dyy
Fr ™

a, b son constantes reales.

2+by— 0

Sean my, my lasraicesde m2+ am + b = 0. Entonces hay

3 casos.
Caso 1. my, myrealesy distintas:

Y = ce™® + cpea®
Caso 2. My, Myreales ¢iguales:

Y = ee™F + cyxe™?
Caso 3. my =p-+gqi, my=p—qt

¥ = eP*(c; coS qx + ¢; sen gx)

donde p = —a/2, q = Vb—a?/4.

18.8 Ecuacién lineal no hemogénea
: de segundo orden

d? d
dxz+ady+ by = R(z)

a, b son constantes reales.

Hay 3 casos que corresponden @ los de 18.7.

Caso 1.
¥ = e™F 4 ogeteT
PR i J'e""nx Rix) dx
nty — Wy
—€"" [ e~ Rx) dx
"y — My
Caso 2.

¥ = e+ eoze™T
+ geme f e~™* R(z)ds
- gmz fxe‘"‘xz R(x) de
Caso 3.
¥ = ePE(ey cog gz + £ sen qx)

+8”L“qq£ f e=?* R(z) cos qu dv

P C:S qe je-pz R(z) sen gz dz

18.9 Ecuacion de Euler g de Cauchy

. d
d”+azd”+by = Stx)

Haciendo g = e*, la ecuaciéon se convierte en

%’g+ (@a— 1)——+ by = S(e)

y entonces puede resolverse como se indica en 18.7 y 18.8.
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10.10

Ecuacion de Bessel

,z;ﬁ% + ,% + (Mzt—ay = 0

¥ = adam) T oY, (2)

Véanse las péginas 136-137.

18.11 Ecuacion transformada de Bessel

2T+ @p NSl 4 v apny = 0

¥y = z* {Ganr (sw’) + ey ¥y (f")}

donde ¢ = W
18.12  Ecuacion de Legendre
A-TY _ 9 W +ly= o0 V= &P+ Q@
dz? ax n(n + 1)y = 4P, 2Qn

Véanse las paginas 146-148.




19.1 st+@+d)+ @+2d)+ o+ {a+ (n-Dd) = jni2a + =1d) = fnle + ])

donde | = @+ (n = 1)d es el Ultimo término.

Los siguientes son algunos casos especiales

19.2 14248+ v +n = falnt1)

19.2 1+3+65+ -+ @r—1) = =

19.4 ct+artattadt oo bamt = 1= -l

1—r -
donde | = agy*—1 es el Gltimo término y ¢ # 1.

Si -1 <r €1, entonces

195 at+tart ar2+ g3+ .. = _C

a(1=r)  rd{l — w1+ (n = 1o},
1

19.6 e+ (atdyr+ (@+2dp2+ i+ {a+(m—1ydpm-1=
donde ¢ » 1.

-r (1=r)2

Si -1 < ¢ €1, entonces

19.7 a+ (a+dr + @42 + - = 2 rd

1—» (1—r)2

pt+1 4! 2!

donde el Gltimo término de la serie contiene g o g2 segin que p sea par ¢ impar. Las letras B, denotan los
nimeros de Bernoulli [véase la pagina 114].

sz(P n 1)(Pp"' 2)np—3p1

19.8 1P + 20 + 3P + .. .+ 9P =

107
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A continuacién se presentan algunos casos especiales

199 1+243+ - +n = n(n2+1)

19.10 12+ 92+ 32 + . . . + g2 = nnt DE@n+1)
6

19.11 13 + 29+ 838+ v+ nd = ﬂ'ﬁ:’_l)’ = (1+2+3+...+n)2
19.12 L e R e g n(n+1)(2n+1)(3n2+3‘n—1)
30
Si 8 = 1%4- 2%+ 8k 4 +00 44k donde k y p son enteros positivos, entonces
19.12 (ki'l)s] + (k;'l)s’ + ...+ (k:1>3u = (n+1)k+ — (n+1)
1 1 1 1
19.14 - = - = = ... EIn2
1-5+3-1+5% n
1 1 1 1
1915 1 422 42 .= F
st5~7%% = g
1,1 1.1 V8 1
19.16 l—z+q 10+13 = -—-9-—-+sln2
1 1 1 1
19.17 1 2 PR 2 o ses 2 2In(1+v2
8
1946 1_1,1 1.1 _ ~_ 7v8 1 V3
A R T Y = 9 " ghn?
1 1 1 1 72
1.4 .,1,1 o
19.20 1‘+2‘+3‘+4‘+ = 90
1921 %5 +_1 + 1 4 1+ o
2% 3 = 946
19220 A _ 1,1 1.,  _ =
n-ata-a"t 12
1 1 1 1 Tzt
19-23 1< F’*‘fs—; 4‘-{-. m
1 1 1
1924 = = =+ - m o=+ . s 31,6
11’ 12° 13° 14' = 020
19.25 F+3_2+§+?2+"’111:§
1L,l, 1 1,
19.26 S+m+*atmat o
1 1 1 1 8
19.27 i"+35+55+'7'0+ 260
1 1,1 1 _ o
1928 g-gte—mt 32
1 1 1 1
19.29 gt~ g-mt = 32%y2
16
101 o111
1920 733+ ggr g tTe T T 3
1 1 1 1 _ 3
93 Gezatsstoet =1
1922 muptpptEmtEEt v - £-8
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19.33 e e 4 -l A#x239
12.922.32 22.32. 42 32.42. 52 16
1 1 1 il
19.24 = = —fmm fp ———0 — 1 us- du
g e+d ety pt =), 1w
19.25 1 1 1 1 _ 2w 1;1B
wmrtm Tttt BTN
1926 L+l 4Ll o ow '1%721’8 )
12» * 32 ° p2» ' T o)
1 1 1 1 _1
19.27 o= — o= — e 4 eee = (222-'1)s2B
122~ 2%» " 32~ gop (——(ZP;!
1938 _1_ _ _1 + 1 . 122 gWHE

12p+1 + =
§2p+1 p2r+1 T2p+1 229 +2(2p) |

19 29 1 + 2 sen(n+ §)a
. g + cosa + cos2a + + COBMax = > sen(@l2)

sen [#(n + 1)]a 52" §na

19.40 gena +eenlx +senda + ¢+ +senna = sen (a/2)

_ l—rcosa
19.41 1+ reose + ricos2a + fleogda + 0= p—o—TCri, <1
19.42 rsena+ r2gen2a + r2sen8a + o00 =0 I <1

1—2rcosa+r2’

M+2 cogna — r+lcos(n+1)a —rcosa+1
1- 2rcosa + r?

rsenag — 1"+l sen(n+1)a + r"+2 sen na
1~ 2rcosa + r2

19.42 1 + recosa + ricos2a + *** + rcosna =

19.44 ygena + r®sen2a+ .o+ gMsenna =

19 S Fwy = J“F'kdk LiFo) + F
48 S, F0 = | Fed - 3O + Fo)

¢ @ ) = FOY = 735 F() = F(O)

{(F(m) = FO)0)} - G (FOW(n) = F"*'(0)

1
* 30.240 240 1.209.600

- (=1)p-1 @ P () — Fr—D0)} + . .

{ _r_ -eh‘""F(z) d:c}

19.46 S Fp = 3



1" - (n—1) - g)n-
20.1 =t ree-or Leecdts .. [ETEECaT .

donde Ry, el resto después de los n primeros términos, se puede hallar por cualquiera de las siguientes férmulas:

(n) n
20.2 resto de LagrangeR, "'f_(ﬂ”:_“)
n!
R = MOE~o"Yz=0a)
" =
(n-1)!
El valor de §que estd comprendido entre g y x, puede ser diferente en las dos formulas. Este resultado es valido
siempre que f(x) tenga derivadas continuas de orden s como minimo.

20.3 resto de Cauchy

Si el lim R, = 0, se obtiene una serie infinita que es llamada serie de Taylor de f(x) en torno a = g En el
A= ®

caso en que @ = O se la suele llamar serie de Maclaurin. Estas series, que & menudo se llaman series de potencias, son
generalmente convergentes para todos los valores de x comprendidos dentro de cierto intervalo Ilamado intervalo de
convergencia y son divergentes para todos los valores de x que quedan por fuera de dicho intervalo.

20.4 (atz = en + mar—ix + 1‘.("3%11@-:,! + H";;%(ﬂal-‘s' + -

e (e G (o -

20.5 (@+x)? = a2 + 2z + x?

Son casos espaciales

20.4 (6 + 23 = @ + 34% + Bax? + 23

at + 4dadz + 6a2x2 + 4dax® + 2t

207 (@ + A

200 (42 =1—-z+al—-at+at—-. . . -1<z<1
209 (142)2 = 1 =22+ 822 = g3+ Gyt = .- -1<z<1
20.10 (4% 3= 1 =8z + 622m102% + 15xt = «s -1<z<1
=12z 1.3 )
20.11 (+az)~¥2=1-32+ gra? - 24 rEaths -1<z=1
1 1 1-3
2= - - — gl 3 a1 — <
20.12 (+a)2= 1 + Fa—goa?+ s 1<z=1
1 1-4 147
-1/8 = - 2 am vea - =
20.12 (1+%) 1 =32+ 3.8 = 3755 " 1<z=1
20.14 Q4208 = 1+ szm 2 g2+ 228 gao .., -1<z 81
: 3 3-6 3:6°9
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2
2015 e =T tz-F%-l»-;—:-l---- —m<z<w
2016 07 = esme = 1 + glng + &INASE +(“1;'“)’ Fae —@<gz<w
2017 In(l+z) = 2+“’_‘”’_£+... “1<z=1
3 4
3 L1 7
20. 16—I ¥ % L. Q<<
< > :|:~}-3+5+7 1<z2<1
3
20.19 r—1} L 1fz—-1 1{z—1 )
Inz 2{(4;+1)+3(#+1 Ts\aT) =20
g—-1\ , 1fz—0\'  1fz—1}
20.20 = 1 1fz— >
In 2 (¢)+2(’ +3(x + zz}

5 7
20.21 senz = z—%+g_!_:_!+... —o < g< w
2 4 8
20.22 cosz=1—%+%_%+... —e <<
B, 225 | 1727 22022 _ 1) _g2n—1 .
20.23 tanz = gz + & + & L 2E L, L T
PEE et T Y s o ol < 3
_1_=z_ 28 _ 28 _  _ 2Bt
20.24 cotz =225~ G -k e 0<lzg|<e
_ bzt | 61x® E x™ '3
20.26 secz—1+2+——+720+---+W+ 2] <3
1 @, Te8 3188 2(227~1 ~ 1)B, g20~1
202 e ® = T+ gtz Tisaee T @n)! oo 0<la <y
Iad  1°32%5  1-3-527
. -1 = == S — = P <
2027 senis = s+ 5y tagis tagen el <1
1a3 | 1e8 4f
20.28 cog~lz = 1’_2 - sen~1z = 1’2 - (x +-§—3—+-.—4-%+ ) o] <1
5 7
r-S+E-T 4 lol < 1
20.29 tan~lz = )
R I - [+si 221 = si 25 ~1]
T, 5.
20.30 T _ 2\*" 3T TF > lef <1
cot—lzx = ) tan—lz =
’”’+=l:_§i?+§i?"" [p=0si g>1,p=1sig< -1)]
cos™! (1/x) . “de > =l >1
2031  see~lz = = - l+223:js+2_——4. LA
-1y = 1 i “""i.3
2032 ese~lz sen~i (1) z ' 3828 T TvavEsS t l=| >1
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2l <3
0 dz| <=
|x[<%
o0<|el<x

le| <1

+sizz1l
—siz=—1

+ sicosh™1z>0, 2Z1

o] <1

,
20.33  snh g =z+;—:+;_j+%+--. —x<g<®
= F i at o
20.34 coshz = 1+ 55+ m+ &+ --o0x<-
_ 2 225 1727 (—1)n—122n(22n — 1)B, g~
2035 tanhz = @ -+ T s (2n)* +
~1_z_2 2 (—1)n~ 1220B, g2 1
20.36 cothz-—x-f's 45+945+ —42n)-l—+...
20.37 sechz 1 22 B5xt  61x8 (-1)"E 220 .
=l-9+% "m0 e
1 oz, T2 31axb (—1)n2(22n=1 = 1)B,x2n~1
2038 cschz = ; — g+ 3gas5146.020 T (o) ! + oo
g B dedrt  1e305e
20.39 senh-lz = 2+3 2+4+h Zegdr G+ 7 .
1 13 1-3-8 ..
t(lnlzx""zezz!'znt-wi"' oy oy A )
1 1-3 1+3+5
20.4 =1 = =+ —_— ) —— et —————— e
040 cosh™iz = = {1" (2) (2-2x2+ 3raedn TGl T )} [- si cosh~12 <0, 7 & 1]
20.41 tanh—l2 = 2z + ﬁ fi + fl +
3TF T
1 1 1 1
20.42 eoth—lz = = + .2 4 — 4 — +
z "3BT ES T T

2] > 1

2043 evenz = 1+ z+f’2_2_f’8_‘_,f_;

20.44 geoaz = ¢(1—§22..+%—%’:)—“+...>

20.45 em’:1+x+—’;—2+%3+3_8‘”1+...

20.46 c‘senz:x+x2+?gj—g.§_gg.+..l+2"’7-senygm/4)z" + ...
20.47 € co8 7 = 1+z__-";_3_'_"61+.,,+2"'2cosn(!mr/4):c"+___

20 .48 lnlsenzlzlnlxi-%z-—m% -222% _____ 2 2';‘(;5),.!12"

20.49 Injcosz| = __:152_2 - f—; - %; - ;_gg_;_, _22"_1(12("2;!1)3'/.“2"+.”
20.50 In (tan @| = In |o] + —§2+ %?Jr %35 o+ Wt'

20651 lﬂi(%‘l = p = (PR s Qi+t .o

— g < ®

—_— < g < ©
T

el <3

—o < g < @

—n L g< ®

0<iz]<e

T
[« <3
0<]x|<%

o] <1
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Si
2052 y = ezttt o ottt et oo
entonces
2053 2z = Cy+Cut+Cat +Ci+ C +Cp + -+~
donde
20.54 ¢C, =1

20.55 Cy = —e

20.54  €3Cy = 267 = ess

2057 ¢ICy = Bojogey — B¢ — efe,

20.58 oSCy = 6clese, + Bofel — ooy + 14ef — 21¢,c5e,

20.59 6110. = 762030; + 34614%03 + 10:630‘ - 280?@203 - G:cg - Mczf‘ - 420:

20.50 fzy) = f(“l b) + (- a)’z(a; b) + (y - b)fy(“’t b)
+ % {z = @)% zla, b) + 2(z = a}(y = b}f (@, b) + (y = B)2fpyla, BD} + ¢ o

donde fua,b), fy(a,, b),. . . denotan Los valores de las derivadas parciales con respecto & X,y,. . .cuando x= a, y = b.



Los nimeros de Bernoulli By, Bg, By, . .

211 x

Los nimeros de Euler By, Ky, E,, -

21.2 sech z

24 secs

.z B Bt B
=1-+ -

= _ Ba* Bwi BJ
oty = gt t e

- E,x? Ext

- 21 41 ~ T8t

_ Est Egt Egt
=S itartter

FUE

. % definen por las series

128

6!

Jo} < 27

|| < =

. . se definen por las series

Bt

el < 3

LA
fal < 9.

NOmeros de Euler

NuUmeros de Bernoulli
B, = 1/6
B, = 1/30
By - 1/42
By = 1/30
B, = b/68
By = 691/2730
B, = 17/6
By = 36117/510
By = 43.867/798
By, = 174.611/830
By = 854.518/138
Bz = 236.364.091/2730

5

61

1386

50.521

2.702.765

199. 360. 981
19.391.512,145
2.404.879.675.441
370.371.188.287.526
69. 348.874. 393. 137. 901
16.514.534.163.5567.086.906




NUMEROS DE BERNOULLI Y DE EULER 115

ns (“: l) ¥, - (a.: 1)3‘& + (h: 1) $B, - - (C1 NI+ 1)EME, = 2

21.6 E, = ("’2") B, - (”:) B, + (":‘) Byy = o (—1

217 8, = ot (zul— 1) 5~ (zu;- 1) £, +(2n5— )g._.— o (—1)--1}

= _(@! L4 L
2.8 B...zi,__j‘.)"_,_{1+2,,+s,_+...}

= 2(2n)! 1 .1
21.9 B, W{1+s’.+5"+..}

_ 2n)! 1 1
21.10 B, = —@m! _ 1_,2,—_+§_...}

@P-1— 1)t
gin+ 1 1
21.11 E, = raf""{1-3,_,,, + gori —}

21.12 B, ~ dnt™(xe)~™Vrn



Hay cantidades en fisica tales como la temperatura, e volumen y la rapidez que pueden especificarse por un

nimero real. Tales cantidades son llamadas escalares.
Otras cantidades tales como fuerza, velocidad y momentum, que exigen quedar completamente especificadas

tanto en magnitud como en direccion, son llamadas pecfores. Un vector se representa por medio de una flecha ¢ sea,
un segmento rectilineo orientado. La magnitud del vector va expresada por la longitud de la flecha, empleando para

ello alguna unidad apropiada.

Un vector se denota por medio de una letra negrilla tal como A [Fig. 22-1]. La magnitud se denota por |A|g A.
El punto inicial de la flecha se llama origen mientras que el punto final se denomina extremo.

1. lgualdad entre dos vectores. Dos vectores son iguales si tienen la
misma magnitud y direccién. Por ejemplo, en la Fig. 22-1, A = B.
A

2. Multiplicaciéon de un vector por un escalar. Si m es cualquier na- B
mero real (escalar), entonces m A s un vector cuya magnitud es p veces
la magnitud de A y cuya direccién es la misma que y opuesta g la de
A segin quem >0 ogque m < 0. Si m = 0, entonces mA = 0, es

llamado el wvector cero ¢ nulo. .
Fig. 22-1

3. Suma de vectores. La suma ¢ resultante de A y B es un vector C = A + B que se construye haciendo coin-
cidir el origen de B con el extremo de Ay uniendo luego el origen de A con el extremo de B [Fig. 22-2(b)]. Esta
definicion es equivalente a la regla del paralelogramo para la adicion de vectores seglin se muestra en la Fig.

22-2(c). El vector A = B se define como A + (-B).

/ C=A+B
(a) (&)

Fig. 22-2

116
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Es evidente que esta definicion se puede aplicar para sumar més de dos vectores. Asi por ejemplo, en la Fig. 22-3
se indica la manera de hallar la suma E de los vectores A, B, C y D.

——xr Bt P

(e} (b}
Fig. 22-3

4. Vectores unitarios. Un vector unitario es un vector cuya magnitud es igual a la unidad. Si A es un vector,
entonces a seria Un Vvector unitario en la misma direccion de A si a = A/A donde A > 0.

Si A, B, C son vectores y m, n son escaares, entonces

22.1 A+B = B+ A Ley conmutativa de la adicién

22.2 A+ (B+C) = (A+B)+ C Ley asociativa de la adicion

22.3 m(nA) = (mn)A = n(mA) Ley asociativa de la multiplicacion escalar
22.4 (m+n)A = mA+ nA Ley distributiva

22.5 m(A+B) = mA+mB Ley distributiva

Un vector A se puede representar colocando su origen en el
origen 0 de un sistema de coordenadas rectangulares. Si i, j, k
representan vectores unitarios cuya direccion es la misma que la
de los ejes positivos x, y, z respectivamente, entonces

22.6 A = Ait+A+ Ak

donde Agi, Aj, Agk son los llamados pectores componentes de

A en las tres direcciones i, j, k y A,, Ay, A son las Ilamadas com-

ponentes de A. Fig. 22-4

22.7 A‘B = ABcose 00~

donde #e¢s e angulo formado por A y B.
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Leyes fundamentaleo:

22.0 A'B = B-A Ley conmutativa
22.9 A-(B+C) = A'B+A-C Ley distributiva
22.10 A-B= A,B, + A,B, + A;B,

donde A=A+ 4,5+ Ak, B=Bit+B,j+Bk.

22.11 AXB = ABseneou 0=0e=nr

donde ¢ es el angulo formado entre Ay B vy u es un vector
unitario perpendicular al plano de A y B de tal manera
que A, B, u forman un sistema dextrorso [los tres vecto-
res A, B, u forman un sistema dextrorso si un descor-
chador de hélice enroscada hacia la derecha, al dar un
giro menor de 180" de A hacia B, avanza en la direc-
cién de 11 segun se indica en la Fig. 22-5].

Son resultados fundamentales

i § k

22.12 AX B = Al A’ Aa
By, B, Ba Fig. 224

= (AgBy—ABy)i + (A3B) —ABs)j + (A1By = AgB1k
22.12 AxXxB = =BXA

22.14 AX(B+C = AXB + AXC

22.15 IAX'I = drea del paralelogramo cuyos lados son A y B

A, A, A,
22.16 A*(BX cC) = By By By| = ABCy+ AByC,+ AsB1Cy — A3BoCy — A3B\Cy ~ A ByC,
€ C G

22.17 |A+*(BX C)| = volumen del paralelepipedo cuyos lados son A, B, C
22.18 AX(BXC) = B(A*C) — C(A*B)

22.19 (AXB)XC = B(A+C) = A(B-C)

22.20 (AXB)*(CXD)= (A-C)B-D) ~ (A*D)B+C)

22.21 (AXB)X(CXD) =C{A* (B X D)} -~ D{A« (B XC)}
= B{A*(CXD)} = A{B-(CxD)}
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La derivada de una funcién vectorial A(u) = A (u)i + Ay(u)j + Asu)k de la variable escalar y se define

asf
o A g, Awraw AW dd, dd,. dd,

U AT, B = it @itk

Las derivadas parciales de una funcion veeterial Afx; Y, 2) se definen de manera similar. Damos por entendido
que todas las derivadas existen a menos que se especifique lo contrario.

d _ dB , dA
22.23 —du(A B) = A du+ o B

d _ dB | dA _
22.24 —du(AXB) = Ax——du +—duxB

d dA dB dC
22.25 d—u{A-(BXC)} H'(BXC) + A'(dux c) + A-(B X d_u>

dA _ dA
22.26 Ay— = Ap

2227 &].df‘

= ( si|A| es constante.

El operador nebla se define asi

3 ] 3
22.28 V = i 4 jo- s
'ax + ]ay + kaz

En las formulas que vienen a continuacion vamos a suponer que U = Ulx, ¥, 2), V = V(x, ¥, 2) A = A(x, ¥, 2)
y B = B{x, ¥, ;) tienen derivadas parciales.

DIVERGENCIA

) ) . 9, .9 3
22.30 D A = = - = iy = 2. s A
ivergencia de divA v-A <1ax+13y +kaz> (Ayi + Agj + Azk)

0A; 94, A,
vz " ey T
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22.31 Rotorde A = rot A = VXA

R IR R A PR
= (‘az+’ay+kaz>x(A1'+A”+A3k)

i J kK
a._a a

= | ox @ az
A, 4, A;

_ oAy 24, 4, oA, M, 34,
= (W‘W)”("a;—w b \m - w/,

2 2 2
22 .32 Laplacianode U=V2U = Vs (VU) :%+%—:+aa_zg

. 2 2 2
22.33 LaplacmnodeA:vazﬂ+ L
ax? Iy 322

22.34 Operador bi-armoénico aplicadoa U = V w = V(V2iD)
H*U | #U | #U HU *U *uU
T oxt +'a?+ ;T 2ax28y’+ 28y2622+ 25852

2235 VU+V) = PU + vv

22.36 V+(A+B) = V‘A+ VB

237 VX(A+B) = VXA + VXB

22.38 v -(UA) (VU)-A + U(V-A)

22.39 vV X(VA) = (VU XA +U(VxA

22,40 V-(AXB) = B-(VXA) - A< (VXB)

224 VX(AXB) = (B*V)A = B(V*A) = (A-V)B + A(V*-B)
22.42 V(A+B) = (B*V)A + (A-V)B + BX(VXA) + AX(VXB)
22.43 VvV X(VU) = 0, 0 sea que el rotor del gradiente de Cl es cero.
22.44 V+(VXA) =0, oseaqueladivergenciadel rotor deA es cero.

22.45 VX(VXA) = V(V-A) — V2A
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Si A(u) = d—d;‘B(u), entonces la integral indefinida de A(u) es la siguiente

22.45 fA(u) du = B(u) + ¢ ¢ = vector constante

La integral definida de A(u) de % =@ a@ = b estd dada por

b
22.47 f A(u) du = B(b) = Blag)
1

En este caso la integral definida puede definirse de la misma manera como aparece en la pagina 94.

Considérase una curva C en el espacio tridimensional que una los pun-
tos Py(ay, @p, ag) y Py(by, by, bg) como en la Fig. 22-6. Dividase la curva
en a partes por los puntos intermedios (1, ¥1,21) , . . ., (¥n—1, ¥n—1, Zn-1)>

Entonces la integral curvilinea del vector A(x, y, 2) a lo largo de la curva C
se define asi

P "
22.48 f Aedy = J- ’AOdr = lm ’Ell(z,.y,,s,)'nr,
- c Pl - =

donde Ar, = Az i+ Ay, j+Azk, Az, = %01~ 2, AYp = Ypi1— Ups
A2, = 2,41 ™ 2, y ademas se supone que la mayor entre las magnitudes
|Ar,,| se aproxima g cero 3 medida que n -» @ .El resultado 22.46 es una ge-
neralizacion de la integral definida comdn [pagina 94].

La integral curvilinea 22.46 también se puede escribir

22.49 fA-dr = fAﬂicc + Agdy + Agdz
€ [

empleando A = 4,i + Agjt Aak ydr =dz i+ dyj+ dzk

Py L .
22.50 f Ardr = — A+dre
Py Py
Py Py Py
22.51 f Avdr = f Avdr + [ Avde
LA Py Py

Por regla general, el valor de una integral curvilinea depende de la trayectoria C que baya sido escogida para
efectuar el recorrido entre los puntos Py y P, de una regién dada®. Sin embargo, en el caso en que A = V¢ 0

cuando A x A = 0 donde¢ y sus derivadas parciales son continuas en®, la integral curvilinea A ¢ droes
independiente de la trayectoria. En tal caso

4

P!
22.52 f Acdr = A dr = g(P) ~ #(Py)
J: e,
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donde ¢(P,)y ¢ (Py)denotan los valores de ¢ en Pyy P, respectivamente. En particular, s C es una curva cerrada,
22.53 f A-dr = f A+dr = 0
< C

donde @ circulo sobre e signo de integral hace énfasis en € hecho de que C es cerrada.

Sea F(x, y) una funcion definida en una region ® del plano

xy como se muestra en la Fig. 22-7. Subdividase la region en n v G
subregiones por medio de lifeas paralelas a los gjes ¥y y, corno se d—‘; -———= Y
indica en la figura Sea AA, = Az, Ay, € brea de una de estes u:‘; W N
subregiones. Entonces la |ntegra| de ﬁ‘(x, y) sobre R se define asi v y ( \\
i prifp— - :
254 [ Fewdd = lim 3 Fi,u)ad, Wl LB
X A p=1 x| }Q
sempre y cuando que € limite exista & k /:
En ta caso la integrad puede también escribirse como I /1
o c"_IL____:&_I_“:-:F.iI/ !
22.55 f f Pz, 1) dy dz ] 1. I
=fn a Tp Tpay [
fylad
A5 revala
z=a |Y¥=fin Fig. 22-7

donde ¢ = fi{®) y y = f4(x) son las ecuaciones de las curvas PHQy PGQ respectivamente mientras que a y b son las
abscisas de los puntos P y Q. Esta integra también se puede escribir asi

03(y) d 99(¥)
2256 f f Flz, ) dzdy = { Fix y)dz} dy
=g,(¥) ‘£=c f— B

z=g,(¥)

donde z = ¢,(y¥), z = gy(y) sOn las ecuaciones de las curvas HPG Yy PGQ respectivamente mientras que ¢ y d son
las ordenadas de H y G.

Estas son las llamadas integrales dobles ¢ integrales de &ea Los anteriores conceptos se pueden ampliar para
considerar integrales triples 0 de volumen asi como para integrales miltiples en més de tres dimensiones.

Subdividase la superficie 8 [véase la Fig. 22-8] en n elementos de
drea AS;), p=1,2,...,1, Hagase A(%y, ¥p %) = Ay donde (2, Yy z,)
es algun punto P de AS Sea N una normal unitaria g AS en
punto P. Entonces, la |ntegrd de superflue de la componente normal
de A sobre S se define asi

2257 fA-NdS = lim 3 AN, AS,
s

fimw p=]
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Si ¢ es la proyeccion de S sobre el plano xy, entonces [véase la Fig. 22-8].

. = N dzdy
22.58 J;A N dS _gA NNy

Sea S una superficie cerrada que encierra una region de volumen V; entonces si N es la normal positiva (dirigida
hacia el exterior) y d8 = N dS, se tiene que [véase la Fig. 22-9]

22.59 f VeAdV = fA-ds
A" s

Este teorema también se conace con el nombra de teorema de Gauss 0 teorema de Green.

Sea S una superficie abierta bildtera cuyo contorno es una curva cerrada C que no se corta g si misma [curva
cerrada simple], como se muestra en la Fig. 22-10. Entonces

22.69 § A = fs(va)vds
€

donde hemos empleado el circulo sobre el signo de integral para hacer énfasis en el hecho de que Ces cerrada.

2261 fpdx-t-Qdy - f (%-%)dzay
[ R

donde Res el area comprendida por la curva cerrada C. Este teorema constituye un caso especial del teorema de la
divergencia ¢ del teorema de Stoke.
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22.62 J oy o = [ evo-as

donde ¢ y y representan funciones escalares.

Un punto P en el espacio [véase la Fig. 22-11] pue-
de localizarse no solo por medio de coordenadas rectan-
gulares (x, y, z) sino también por coordenadas curvilineas
(w1, ¥y #g). Las ecuaciones de transformacidp para
pasar del uno al otro sistema de coordenadas son las
siguientes:

22.66 z = z(uy, 4 uy)
¥ = y(“l: Us, “s)
= ‘(u‘l: g, Uy)

Si uy y ug son constantes, entonces al variar uy, el
vector de posicion r = Xxi + yj + zk del punto P, des-
cribe una curva llamada curva coordenada ). De mane-
ra andloga se pueden definir las curvas coordenadas ug ¥y
Uy que pasan por P. Los vectores grf/duy, or/dus, or/ovy
son vectores tangentes & las curvas coordenadas iy, ug,
uz. Si e, ey, &3 representan vectores unitarios tangentes &

dichas curvas, entonces Fig. 22-11
LA LA L.
22.67 aTl = hlol, g - M’ d1ig h"ﬂ
donde
ar ar or
22.65 by o= |3'~'.| hy = Ig » b= |;,;|

son llamados factores de escalo. Si @y, ey, €y son perpendiculares entre si, el sisttma coordenado curvilineo se
llama ortogonal.
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ar ar ar _

= e— —_— —_— = k,du o+ + h
ne dr mﬁdu, + a"’dug + o 'y (dug e, + hyduge, g diig ey
22.70 de? = dr>dr = hidul+ h2dul + AL dul

donde ds es el elemento de longitud de arco.

Si dV es el elemento de volumen, entonces

22.71 A (hyey d“l) . (hgez du.z) X (tha dua) I = hlhzha dul du, du,
ar ar FlEd
Fri e au, duyduyduy = |a(ul.uz.aa)ld“‘d“"‘”’

donde
dnfou, dxlou, dxldug
22.72 S@vd) L gyseu, aylouy owlius
(uy, Ug, us)
dzfdu, dz/duy Bz/duy

se llama el Jacobiano de la transformacion.

La férmula 22.72 puede emplearse para transformar integrales multiples del sistema rectangular al sistema de
coordenadas curvilineas. Por ejemplo, se tiene que

22.73 JJf Fevnicaye = I
® ®

donde R’ es la region en la cual queda convertida R después de la transformacion y G (%3, u,, %3) es el valor que co-
rresponde g F(x, Y, 2) después de la transformacion.

dzx,y,2
(ult u’l

du, duy duy

A continuacién, @ representa una funcién escalar y A = A;e; + A,8, + Ayey Una funcion vectorial cuyas
coordenadas curvilineas ortogonales son u; #g, U3,

. _ 1 8 1 ¢ 1 3
2274 Gradiente de ¢ = grad ¢ = Vo —-7‘—‘3’7‘ +h—2$[,+h_;317,

[ )
22.75 Divergencia de A = div A = V ' A = h_lhl?-l;[gt—l (hohsd ) + E(hahlAz) + a_us(hlhz“a)]
hie,  hoey  Rgey
22.74 Rotorde A= rotA = VXA = 1A & 2

hlhgha 8u, auz Bua
hA; hyAy kA

1 3 1 -2
= hzha[ (hyAg) — us(thz)] €t 3 Tt 3[L, §h1A) ( ’A"‘)].
1
+ hihy [3"4 (hed2) = — (hlAl):l *
, i hshs a0 ki 20 ENLE a¢)]
22.77 Laplaciano d e ¢ = M":ka [a.ul ( k, 6!&1) + 5 au,( [ ™ aus) + duy ha dug

Obsérvese que el operador bi-arménico V4é = V(V2p) se puede obtener g partir de 22.77.
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Coordenadas cilindricas (r,4,2) [Véase la Fg. 22-12)

22.78 r = rcoss, y = rSene, z = z
22.79 R =1 K =2 Rf=1

10 1 ¥

22.80 = = =4 =L, 7

vie wteawtAamt oz

Fig. 22-12. Coordenadas cilindricas. Fig.22-13. Coordenadas esféricas.

Coordenadas esféricas (r, 6,¢) [Véae la Fig. 22-13]

22.81 ¥ = rsenédcosg, Y= fsen #seng, 2 = 7rcose
22.82 BRI =1 ki = £, hi = rlsens
1 2 ar 1 é i 1 9%
22.83 = = = _— 2 =
Vi e ér(faar) * Fene “(mo aa) t o sen? g g2

Coordenadas cilindricas parabdlicas (u, v, 2)

22.84 r = &(u2.. v2), y = UV, z = 2

22.85 RE= = w4 2 R2 =1
22.84 = _1 (8 iR} _ e
vie u2+v=(au=+au= t

Las trazas de las superficies coordenadas en el plano xy
se muestran en la Fig. 22-14. Dichas trazas son parabolas
homofocales que tienen un ee comuin. Fig. 22-14
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Por revolucion de las parébolas de la Fig. 22-14 alrededor del eje x, el cual pasa entonces a llamarse eje 2,
se obtienen dos sistemas de superficies coordenadas.

Coordenadas cilindricas elipticas (u, v, 2)
22.90 rz=acoshu co8v, y = asenh # senv, 2z = z
donde u 0 0 =uc< 2 <z £ w»

22.91 i = h} = aXsenh?u + sen?v), A3 =t

1 2e %\ e

22.92 Vie aZ(senh2  + sen? v) (auz + vz 22

elipses e hipérbolas homofocales.

Las trazas dc las superficies coordenadas en el plano xy se muestran en la Fig. 22-15. Tales ¢urvas son

=0
x
¥=2r

Fig. 22-15.

Coordenadas cilindricas elipticas

127
Coordenadas paraboloidales (u, v, ¢)
22.87 z=UV coss. ¥ = uvsen ¢, 2z = f(ul—v?)
donde uzo u=zZ0 0=24¢ < 2r
22.88 hf = hy = 32 t 2 h§ = ulv?
_ . 1 af s 1 9 [ ), 1 o
22.89 vie = u(u? + v?) du < 6u> + v + o) v < EX) uly? 3¢l
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Coordenadas esferoidales alargadas (¢, 7, ¢)

22.93 £ = asenhgsenncose, Y = dsenhgsennseny, 2 = acosh{cosy
donde ¢ 20, 07 0= ¢ < 27
22.94 hf = ki = a?(senh? { + senZy), k2 = a? senh? ¢ sen? 7
1 a P
= £ hed®
22.95 Vi a%sen h2{ + sen? g)senh { O <sen £a£>

+ ! K seny il + ! o
a®(senh? ¢ + sen® ) sen n 9n on a? senh? £ gen®n 0¢?

Por revolucion de las curvas de la Fig. 22-15 alrededor del eje x, el cual pasa entonces a llamarse eje z,
se obtienen dos series de superficies coordenadas. Una tercera serie de superficies coordenadas estd compuesta
por planos que pasan por dicho eje.

Coordenadas esferoidales achatadas (¢, v, ¢)

22.96 £ = acoshicosnpcosg, Y = acoshfcosmsen+, 2 = asenhgseny
donde t 20 —v/2= 9242 0=¢cCa2r
22.97 h"; = ki = a%senh® ¢ + sen?y), h3 = a2 cosh?{ cos?q
1 3 b
22.98 va = 2 (cosh ¢ 22
a2(senh? ¢ + gen? n) cosh 536< 08)

1 ) ad 1 2%
+ —_— —_ _
a2(senh? { + sen® y} cos 4 a1 (cos ! 01)) + a? cosh? ¢ cos? q dg?

Por revolucion de las curvas de la Fig. 22-15 alrededor del eje y, el cual pasa entonces & llamarse eje z, se
obtienen dos series de superficies coordenadas. Una tercera serie de superficies coordenadas estd compuesta
por planos que pasan por dicho eje.

Coordenadas bipolares (u, 9, 2)

_ a senhv _ aseny -
n» €= toshv=cosu ¥ = Coshv-cosu’ %
donde 0 Syc22 -- <vcw -- <z < w
0
22.100 2+ (Y= cot wt=glesc?u, (z=geothv)2+ y2= a®cschlv, 2 = 2
. R = Al = o? R =
22.101 P = o oy — o 1
- 2 fate  #% 32
22.102 vip = (coshv —cosw)? (a2 | oo 2
' a? aut - apl? + 022

Las trazas de las superficies coordenadas sobre el plano yy se muestran en la Fig. 22-16.
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Fig. 22-16. Coordenadas bipolares.

Coordenadas toroidales (%, v, ¢)

22.103 g = afenhy cose = asnhvsne = aseny
' T~ coshv — cosu’ coshv = cosu’ cosh v = pog %
2 2 h2v
22.104 2 = p% = o P a’sen
ks 'S v ® T (cosho—cos P
22.105 V2 = (cosh'v—cosu)3 9 1 ﬂ
a? &\ coshv — cosu dv

+ (cosh 9 — cos u)® 9 senh v 3¢\ + (cosh v = cog u)? 92¢
a2 senh v 3v \coshv — cos 4 3y ofsenhly  3g2

Las superficies coordenadas se obtienen haciendo girar las curvas que aparecen en la Fig. 99.16 alrededor
del ge y, el cual pasa a llamarse ge z.

Coordenadas conicas (A, g, v)

22.106 g= M oy =2 fRat-a) A feE-bNeib
ab a < — b7 ) B — ot

2 _ 2 A2 s?) 2 A2 = 2)
22407 M=t b poar-a b E-ae-w
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Coordenadas elipsoidales (homofocales) (A, p, v)
2
u’x-'x+b5”:x+3"—’x =1 A< ot <b<al
22 2 2t
22.108 a,_“+b,__“+c,_[‘ =1 < u<b2<a?
z2 2 2
a’—r+b’y—r+c"—r =1 e Chi<y<a
0
(22 = (@2=N(e?— )@=y
(a2 = b2)(a2 — 02)
2 = (B2 =N(b2= )42 —»)
22109 ¥ (52 = a?)(bZ = ¢?)
22 = (c® = A)(e? —”)(02_')
(@ = a¥)(c?=1?)
(h = (=N =)
@ =N = N2 -2
22.1 R = ()] el
R R BT B C
L - A =) (=)
ks 4(a? = y)(b2 = »)(c? =)
Coordenadas paraboloidales (hornofocales) (A, g, ¥)
2
FaT = = - - - <A<
2 2
22.111 azz_l‘*}-ﬁg_—”z z— b2 <y <q?
2 2
az—z_;“'f,?_L,=l—r @?<y<m
0
[ 2 (@® = M\)(a? ~ y)(a2 — »)
» = a
22.112 4 = (B2 = A)(b? — p) (b2 m y)
o — b2
2 = A+ p+v—a?~- b2
[22 = (k=N =)
b LIV (S IY)
22.113 2 (r =) =)
hy = 4(a® =~ p)(b2 =~ y)
2 - JTML)‘—” —-r)__
ks 16(a% = )(5% — )




La serie de Fourier correspondiente a la funcién f(x), la cual se supone definida en el intervalo ¢ S 2= ¢+ 2L
donde ¢ y L > 0 son constantes, se define asi

a, 0
2.1 ?o + 3 <an cos%’-’—; + b, sen m:x)
A= c
donde
1 c+2L nax
% = T f f(2) cos T dz
23.2 :

c+2L
b, = %f f(z)seniz—xdx
[

S f(x) y f(x) son casicontinuas y si f(x) estd periédicamente definida con un periodo de 2I, ¢ sea que f(x + 2L)
= f(x), entonces la serie converge hacia f(x) si x es un punto de continuidad y hacia *(f(z +0)+ flx — o)} si g
es un punto de discontinuidad.

Suponiendo que la serie 23.1 converge hacia f(x), se tiene que

233 fixy = i e inreiL
A= -
donde b o
23 4 | et oL $la,— 1 nl) ¢
- —inmz = -
: e LJ; f(whe~inmz/L dy Ha_, + ib-,) <O

%ao n=20

2
%

23.5 lfﬂu{ft pdr = P2+ S @+dd)
. ﬁ : .3 x = 9 =< n '

c+2L aqc, i
23.6 i fc f@) 9(e) du = 5= + 3 (@aen + bude)

donde @, bn v €p dy son los coeficientes de Fourier que corresponden g f(X) y g(x) respectivamente.
i
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SERI ES DE FOURI ER

, 1 0<z<zp i)
A N (PR
T 4 1 1 [
I 1 1 |
] 1 1 |
dfsenz | sende senbz . Y = v i 2r ©
w1 3 5 I | | ]
— ! -1 I—
Fig. 23-1
23.8 | = Oxx<s
& flx) = lo| = —z —p <2<l
v _ 4dfconx  coalz , coabax
L -Z(EEs —_—
2 r(l* * i )
Fig. 22-2
23.9 )=, —z<zx<=x f(x)
R £
o x
230 firx)=x O<2<2r
- seng , senlx , sendr !
T 2(T+_8_+_—3 + ) :
1
/.
ir
Fig. 22-4
23.11 j(2) = |sena|,—r <z< ¢ ()
2 _ 4fcos2x , cosdzx  cosnfz
:‘:(x-s T et )
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93 19 senz 0<zxz<g7x
‘ =) = {0 7<2<2r f(z)
1,1 _2fcon2x cosdx  cosbz,
‘_+2sen# (!’3 + 35 + 57 > /\ |~/-\ /
e ” M
Fig. 23-6
23.13 oS ¥ 0<e<y
fle) = —cosx% —r<x<0 1@
§ {sen2z , 2 sends , 3senbx \ .\ \
-’(m+ LM +> \_1' \ \. o
Fig. 23-7
— 42 _
2314 f(z) =% —g<z <y f(z)
»i]
»? cosx cos2zx  cof3z
?“4<_12‘“T+ 8 )
-3 =2r -—x v =z 2y B ¥
Fig. 23-8
2315 f@ =2@x—2), 0<z<r7
flz)

2 [e08_2x nou.42 A2
t (e )

-2 w—r l“ - ZII' v
Fig. 33.9
2316  f(z) =afr~2)r + @), —r<zCyg fiz)
12(”52—&’;;2“*“;33'_“') l .
- o v 2

Fig. 23-10
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0 0<#<s-a f@)
= —_—
23.17 f(Z) 1 r—a lrx<r+ta U
0 nta<z<2r [r—— [ e —
f
| %
@« _afsengcosx  sen 2 cos2x - b ( |
| 4 T 1 2 | | : | I
+ B0 o f08ox 3"3°°° 8z _.. ) 84 -2 - " v 20 3
Fig. 23-11
2(z — z) 0<zr<y
23.18 = f(=)
f=) {—x(r =2z} —7<z<0
8(senz | sendz . sen52 . 7= — 5 _
r\ 13 3 55
Fig. 23-12

aseng t 3

3
% sen3z t

23.19 f(x) = senpux, —r<z<g7 v eneo
2senpx,/ sen®  ?2sen22_. 3sendx
- flz_#z 32T 3 3 2
23.20 f(zx) = cospxr, -—7<2<g7 p*% enteo
2ngen pr [ 1 cosx ’ﬂszz cosdx _ ..
r 242 7=, 22 — ;2 32 = 2
23.21 f(z) = tan~1 [(@sen 2)/(1 =a cog 2)], —Tcz<wm lof<1
2 3
gseng + g'—sen2:c + & osengz v o0
2 3
2322  fm)=In(1 -=2acosz+a), -—-w<z<g o<1
a? ad
-2lacosz + ?cosZz + —é-cos3x +
1
23.23 f@) =5 tan-l [(2asen #)/(1 = a?)], -—r<xcw, |of <1

5
%—senSz 4 s




SERIES DE FOURIER

135

48

cosz cos 2x + cos 3x

14 % i

23.24 fle)y = % tan-’ [2acosz)/(1=a?)], —w <2< = jal <1
acosy —qéicosax + %—Scossx -t
23.25 flx) = e, —p <2 <7 |
2 senh yy <_1_ + i (=1)"{u cosmz — 7 sen nx)b>
T 2 a=1 a2+ nl
23.26 f(®) = senh s, ~r<zx<=
rans 1w ( seo.x 2 sen2sx 3 _.sen )
T FERETIR = e B R
23.27 JX) = coshpx, —r < 2 < 7
znsenhgr(l_ cosy cosx  cosdw +>
r 22 184 .27 224t B4t
23.28 j(x) = In |senda], 0 <z <7
_an + colsac coszzx + coz3z + o ,>
23.29 j0) = Injeosgz|, — v <& < r
-<ln2 _ cols:c c0322:t_ _c_o_ss3_x + >
23.30 fOO = §n2 ~ fow + J2%, 0 S 2 = 2
c_(;iz:_:+ co;22x+ c_oss;i_a:J, .
23.31 ) = La@—r)iz—27), 0 = 2 = 27
= +”’;32" +“g—f” + o
2332 J(X) = gort = grladt w2t = Aae, 052 S0




24,1 2y’ t zy t+ (2 - ndy = 0 nz0

Las soluciones de la anterior ecuacién se llaman funciones de Bessel de orden n.

2Lty T 3@et2) t o a@n ot

§ CDManiE
k=0 k!T(n+k+1)

- x—n z2 x4
24.3 @) ZemTaem {1 T 3@—2m ¥ Zea@-2m)@ - 2n) '"}
- ¥ (=DK@/)k-n

T xS kirk+1-m)

2.2 e = ——— 1 2 ot }

2.4 J_ (@ = (D@  n-o01L2,...

Sin%0,1,2,,.., 1@ y J_u®) son linealmente independientes.
Sin#*0,12,.,., J,(x)esta definida en x = 0 mientras que J—,(®) es definida.
Para ¢ = 0,1 ge tiene

_ I
4.5 J@ = 1= G+ g g mrrgrte

5
WO K@) = § =gyt g - ZHeEE

U1 Iz = —h@

Jo(z) cosnr — J_,(x)

n%0,1,2,...
20 6 Y @) senfir
. n x) = -
lim Jﬂ (=) co8 pr J_p(x) n=0,12,...
Pren sen Pw

La forma anterior también se conoce con el nombre de funcion de Weber ¢ funcién de Neumann {la cual
se acostumbra a denotar por N, (x))-
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Para 1 = 0,1,2, . . ., la regla de L'Hospital da

n—1
24.9 Y.(2) = % {In (2/2) + ¥} Jplz) = % k§o (n =k = 1) (x/2)2k—n

(x/2) 4=

l oy
-z *§° {(—1¥{alk) + #n+ k) TR

donde y = 0,5772156 es la constante de Euler [pagina 1] y

24.10 #(p) - 1+§+§+ +%, 0(0) = 0
Para % =0,
| 2 8
24.11 Yy = %{1n(x/2)+y}lo(x) + %{%‘5%(1+%)+224252(1+§+i) —}
2412 Y-, (z) = (=1)rY,.(z) n=012

Para cualquier valor # 2 0, J,(2) sera definida en g = 0 mientras que Y,(x) sed indefinida.

24.13 y

AJu(z) + BJ_,(x) r#01,2. ..

24.14 y = AJ,(x) + BY,(2) para todo n

dx
24.15 y = Aln@) + Bl (%) fm para todo n

donde A y B son constantes arbitrarias.

o0
24.16 er(t—1t) /2 — J (@)tn

24.17 Jusr(®) = %’fr,.(x) = Juog(@)
24.18 To(@) = $Uao1(@) = Jpp (@)}
24.19 zlp(x) = xlp—1(@) = al,(2)
24.20 edi(x) = ndpy(@) — xJ,. (@
24.21 Lard@ = T, @
24.22 Ed;{z'".l,,(x)} = —a )

Las funciones Y, (z) satisfacen idénticas relaciones.
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En este caso las funciones se pueden expresar con auxilio de senos y cosenos.

24.23 L) = \ Zaens 24.26 J_gn(e) - \}l(‘”‘”‘ + sen x)

™ x*

24. 24  J_yp(®) -‘V-%cosz 24. 27 Jgp(w) = \'%{(%-—1)3%33 —%mz}
24.25 13/2(9;) = “”—24: (s_e_:_x - cos x> 24.28 J_gplx) = ‘\’;2; {g sen g + <%—1) cos ,;}

Empléese la férmula de recurrencia cada vez que se desee obtener resultados adiciondes. A partir de 24.8 se pue
den obtener los resultados correspondientes a Y,q(%), Y3/9(%),

2429 HP @) = J,,(z) + iY,() 24.30 HP (@)= Ju(2) = i Ya@)

24.31

2%y + zy' ~ (#2+ n¥y = O nz0

Lés soluciones de la anterior ecuacion se llaman funciones modificadas de Besse! de orden n.

2 4 .32 I =i-nJ,(ix) =enil2 ], (ix)
an 1+ %2 + x‘ L) S wk_
2o rin +1) 22n+2) T 2 44(2n + 2)(2n + 4) + = k=0 k!T(n+k+1)
24.33
I_,(®) = nJ_p(ix) = enmii2J_, (i)
zx—n x2 ot . _ L] (x/2)2k—n
2-nT(1—n) {1 + 2(2—2n) t3 14(2 ~ 2n)(4 —2n) } k§0 EIT(k+1—mn)
24. 34 I_a(@) = I,(x) n=0,1,2,...
Sin*0 1,2 .

. .y entonces Z,(z2) y I_,(x) son linealmente independientes
Para n = 0,1, se tiene

= 2 zt
436 1() = 24 By pdlisy grpiey T

2437 R = L
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En este caso las funciones se pueden expresar por medio de senos y cosenos hiperbdlicos.

cogh x
24.58 I,) = 1’ isenhz 24.61 I_gpx) = -\’;%(eaenhx—-—;-—)
' 3 8
ootlw 24.62 Igpla) = '_,2,, {(F-" l) senh z —;coshx}

24.59 I_y(x) = 2

9 senh 2 _ 2 3 3
24.60 Iy,(x) = "Eéoshz —T> 24.63 I_gpu(x) = 1’;;{ ;5-%- 1) coshz —;senhz}

Se pueden obtener resultados adicionales empleando la férmula 24.48. A partir de 24.38 se pueden obtener los
resultados correspondientes a K (%), Kjplz), . . .

Las partes real ¢ imaginaria de J,, (ze3¥i/4) se denoten por Ber, (2) y Bei, (x) siendo

k (x/2)%+n (3n + 2k)n
24.64 Ber, (x) -— kgo BTh + k+ 1) cos 4
) 2 (x/2)ktn (3n+ 2n
24.65 Beln (2) = & Eirm+k+D) %P 2
Sin=0
4 8
v 66 Ber (1 = 1 - G A
0
24.67 Bei(x) = (2/2)? - (m) * ‘”é?ll

Las Panes real ¢ imaginana de e~ w2 K, (ze™/%) se denotan por Ker, (#) y Kei, (#) siendo

24.68 Ker, (® = -{In (x/2) + v} Ber, (x) + 4= Bei, (2)
+1 "i‘ R—k = 1)' (x/2)%-n  (3n +2k)x
22 €08 =7

13 (x/2)*+ : (8n+ 2k
+ 3 2 AT T (PR F ¢in+ k) con i

—{In (2/2) + y} Bei, (z) = = Ber, (x)
Slmmk ~1 !
1 s n ) (w(3n2f‘4‘2k)§rm

“ 2.5 K1
1 2 /2 n+2k 3 Zk)
*2.3, B T + %00+ ) sen P

24.69 Kei, (z)

]

donde ¢ estd dado segin 24.10, pagina 137.
Sig= 0,

24.70 Ker (2) @/2)°

~(n(a/2) + 7} Ber(@) + TBeit)t 1~ Ea+p+ Gharyri+p -

24.71 Kei(x) = —{In (2/2) + y} Bei () = % Ber (2) + (x/2)2 — (”/2) @+3+P+o



FUNCI ONES DE BESSEL 139

s {I-al2) = ()} nA0L2, ..
2 sen nr
24.38 K,(z) =
I p(x) = Lz =0,1,2,...
5 sen pr senp p(m) = Lx)} " )
Cuando # = 0,1,2, . ., aplicando la regla de L’Hospital se obtiene

n—1

24.39 K(z) = (=1n+1{n (2/2) + v}, (=) + 2 2 (—Dk(n ~ k — 1)1 (x/2)%-n

+ —-'—kEo % (o (k) + oln+ K)

donde ¢(p) esta dada por 24.10.

Cuando 11 = 0,

2
2440 Koa) = —{n(@/2)+ M@ + 5 + 5 42(1+=}) + T+4+d) + -

22 42 62
24.41 K_.z = K2 7n=0,1,2, ...

24.42 y = A,(2) + Bl () n#0,1,2,. ..
24.43 y = Al,(x) + BK,(x) para todo n
24.44 y = AM(z) + BI,.(Z)f dzx para todo 1

x In(x)

donde Ay B son constantes arbitrarias.

24.45 extt 1/1)/2 = 3 I (z)tr

24.46 L@ = I, @ = 21, 2452 K, +,(2) = Kpy(@) + 2%'K,.(w)
2447 I(@) = I @) + L) 2453 K, (2) = Koy (2) + K,y (2)}
24.40 xli(@) = al,_y(®) = nl,(x) 24.54 zK)(x) = —xK,_(x) -~ nK,(x)
24.49 zli(®) = 2l @ + nl(z) 24.55 zK,(x) = nK,(2) — zK,i(®)
24.50 L@y = il () 24.56 -;—z{x"K,,(x)) = —anK,_,(2)

2451 Ztah@) = zM, @) 2457 L g mK,@) = -2 Kpal@)
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24.72

2" + gy = (xt+ny = O

La solucion general de la anterior ecuacion es

24.73 ¥y = A{Ber, (z)+ i Bei, (z)} + B{Ker, (2) + i Kei, ()}

¥ ¥
i Joix) . 1
Yyix)
4 5 [ 2 4 s 7
TN S TN TR NS
-1 -1
Fig. 24 Fig. 2-2
v ¥
6 3
5
'E I i
ol®) 5i{x) ?
" Ky(z)
24 14
T Ko(x)
’ ! 2 3 4 z ¢ 1 4 o
Fig. 24-3 Fig. 2-4
¥ ¥
a4 .
24 Berz Beix 0,054
14 004 :1 Kerz
[ ™ x 0,03
-1 0,024
-31 0,014 /_&x
-3 —
-4 ] WNT T A%
e =0,02
i —0.08
- —0.04
—8& —008
-9
-10]

Fig. 24-5

Fig. 24-6
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24.74 S r Jo(z)de = xJy(2)

24.75 fa:z hig)dz = i@ + =)o@ = G Jole) do

24.76 Sszo(x) = = aml(@) t o DemT o) — (m-1)2 amot(e) de

x

24.78 S:"’_‘x_’dx ) Jox)  — 13— fJ.,(x) i

zm (m1)2zm—% (m = Dam 1T (m=1)2 ) gz

Jo( Jo(a)
24.77 S ‘;;)ax = Jy(=) - f Jol=) do

24.79 SJl(x) dr = —Jo(@)

2480 #dile) dr = —zlo(o) T . Jolz) d

24.81 S eml,(z) dz = ——ac"lJo(z)t mS 2m—1Jy(x) dz
24.82 f f%’ldx = I + f Jo(a) dz

24.83 f‘“-"-“d, Y N O
m

xm mxm—! xm

24.84 f Iy (@) dz = anJ,(x)
24.85 jz"‘l,,“(z) dz = —x~nJ, (x)
24.86 fzm.z,.(z) ds = —gmJ,_y(x) + (min-1)  wmmi),(2) de

Ja(B2) Jp(az) = B Julaz) Jo(82)}
24.87 f, Jo(az) J,(Bz) d& = z{a (ﬁx)J,,(:;.’:)_ f, oz %

24.88 f z Ji(ax) dx = %’{J;(ax)}z + %3(1—;%){.:,@}’

Los anteriores resultados también son validos si se remplaza a J,(x) pPor Y,(2 o, més generalmente, por
A Jy(z) + BY.(x) donde Ay B son constantes.

24.89 f‘ oo Jo(ba) dz =
[

1
Va + b2
L _ (a4t —apr
24.90 J; e g @nae = T n> -1
. 1
24.91 a cosaz Jo(bz) de = {Vai-b?
0 a<b

a>b
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ol

»
24.92 f Jo(bz) dz = n>-1
0

? Jabxy 1
24.93 fo —So—dz = ¢ n=1,23,. ..
ez } ¢~bl/da
24.94 fe @ J (bVz)de = —
a Jo(B) Ja(a) = B Jo(a) Ja(B)

1
24.95 f 2 J, (@) Ju(Br) dz = =

1
24.96 f 2 Jaz) dz = F{UL@) + 01— n¥/ad){J, (@)

24.97 fl 2 Jola2) Ig(B2) dz = B Jyle) Mf:) : o;,;lo(a) Iy(B)

L s
24.98 Jo(2) = i— f cos (z sen §) de
-0

2499 J.= = ‘l‘fﬂ' €08 (nd — 2 sen #) do, n = entero
Ty

4. (z
V_ ( ) A c08 (% sen e) cog®® ¢ de, n ‘}

24101 Yo@ = ~2( cosle coshu) o
0

1 ("7 1 (7
24.102 [Iy(x) = ;f cosh (z send) de = Ef ersen @ de
] (i

24.103 J,,(z) ~ ‘\‘ :i-m(s —n—;—%) donde x es suficientemente grande

24.104 Y, (z) ~ ‘\’% sen( - u—; —%) donde x es suficientemente grande

1 .
24.105 J,(z) ~ —=={t%

m on donde n es suficientemente grande

24.106 VY, (2) ~ = 2 (e o donde n es suficientemente grande
u en | 2n

24.107 I (2) W =

donde g es suficientemente grande
22

-3

donde % es suficientemente grande

24.108 Ky(z) ~ -2
Verx
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Sea Ay Mgy Ag, . . . las raices positives de RJ,(2) + Sz J,(2) = 0, n > -1. Entonces, bajo las condiciones indi-
cadas, son vdlidos los siguientes desarrollos en series.

S=0,R*0,0seaqueXi, Az As,. .. Son raices positivas de Ja (X) = 0
24.109 flx) = AIJ,()‘,z) + ApJ.(Agz) + A3Jﬂ03x) + e
donde
B 2 1
24.1 10 A, = j 2 Fa) Jo(nx) de
R LNV 5 o
En paticular, s m® = 0,
24.111 f@) = A Jo(@) + AgJy(gz) + Agdp(agm) + oo
donde
24.112 A —;——2 f] % f(2) Jo (M) d=
. v J1A) g o M
R/S>-n
24.113 f@) = AgJa(A\m) +  AgTa(Agx) + As Ju(\gx) + ¢ 0
donde .
24.114 A, = 2 2 f(z) Jn(\x) doe
* Ji()\k) = Ja1 () Jae1(Ax) \]0 *
En particular, s n# = 0,
24.115 f(z) = Ay Jo(\2) + Ay Jo(Az) + Ag Jo(Agx) + -+
donde .
2
24.116 Ay = —— 5 N
S p mURECE L
RIS = -n
24.117 f(z) = A" + Ay Jo(Mx) + A2 Jo(Agx) + o0
donde

1
4, = 2(‘n+1)f 28 +1j(z) de
0

24.118 .
2
Ay 5 f 2 f(z) In (\x) dz
Jah) = Jae1(0) Ja+1(0)Y0 "0k
En el caso especial en que n = 0 de manera que R = 0 [o $ea, cuando \;,AgAg . - - son las
raices positivas ded; (x) = 0},
24.119 f(z) = Ao + Ay o) + Ay Jo(hgz) + . v
donde |
Ay = .Zf z f(z) dz
24.120 °

2

1
A, = m j; z f(@) Jo(A,z) da







25.1

@ - xz)y’/ - Zggy' + an+ Dy =0

Las soluciones de la anterior ecuacié.n se llaman funciones de Legendre de orden 1

laférmula de Rodrigue.

25.2

Enel casoenquen =0, 1, 2, . las soluciones de 25.1 son polinomios de Legendre P,(z) que se pueden halar por
1 dn
P & (g2
'(Z) = 2mp! dac"(x nr

25.3

25.4
25.5
25.6

P.(z) = 1 25.7 Py(z) = }(35xt— 3022 + 3)

Pi(z) = ¢ 253 Py(z) = §(6325—"T02% + 152)

Py(z) = }(322—1) 259 P(z) = (28128 = 31524 + 10522 = 5)
P*(z2) = #(62%—32) 25.10  P.(z) = (42927 = 69325 + 31523 = 85%)

25.11

25.12

25.13

25.17

25.16

Pylcoss) = 1 2.5.14 Pglcos8) = }(3 cose + 5 coste)

Py(cose) = cos 6 25.15  Pglcoss) = (9 +20 €08 2¢ + 35 cos 46)
Py(cos8) = }(1 + 3 cos20) 25.16  Pg(cos 6) = 135(30 cos # + 35 €08 3¢ + 63 €08 56)
Pg(coss) = i;(50 + 105 cos 20 + 126 cos 48 + 231 cos 66)

P;(cos8) = 1o5:(176 cos ¢ + 189 cos 3e + 231 cos 50 4 429 cos 76)

25.19

l 0
Vl - 2tz + t2 ngo (=)
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25.20 n+1) P i(® = @+ 1axPy(x) + nP,_ (&)= 0
25.21 Piiyle) = 2Pu@) = (n+1)Py(a)

25.22 ZPp(x) = Pr (@) = nP,(x)

25.23 Poiy(® = Pp_y(@) = (2n+1)P,(z)
25.24 (x2—1) Py(z) = naPy(x) — nP,_,(x)

1
25.25 f P,(z) Pplx) dx = 0 m¥#n
-1

1
25.26 f O S

En razon de 25.25, P,,,(2) ¥ Py, (%) se pueden llamar ortogonalesen -1 =z = 1.

25.27 flx) = AoPo(x) + A Py(x) 4+ A2P2(x) + vt
donde
" 1
25.28 A = 2 2+1f f(e) Py (2) dx
-1

25.29 Py =1 25.30 P,(-1) = (1) 25.31 Pu(—2) = (=1)nP,(2)
0 n impar
25.32 P,(0) . .
n ( 1)"/21 g.i.e (n 1 n par
25.33 Polx) = %j‘ {x + V22— 1 cos gl do
L]

25.34 SP,(Z) dx = w
25.35 |Pa(x)] & 1

_ 1 z2 — 1)n
25.36 Py} = __2a+lvi£ Q{W

donde C es una ¢yrva cerrada simple que tiene a x como punto interior.
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La solucién general de la ecuacién de Legendre es
25.37
donde

25.38

25.39

¥ = A Unl@) + BV,(2)

n(n— 2)(n+1)(n + 3)
+ x

(n—1)(n+2) ot (n—1)(n—3)(n + 2)(n+ 4) o5 =

La anterior serie es convergente en -1 < g < 1.

Sin

25.40

donde

25.41

25.42

0, 1, 2, alguna de las series 25.33, 25.39 es finita. En tales casos,

n=2024,...

(—1nizn [(g) !:]2/-4!
(-—1)"'-"!22’--1[(1;—1)!]7»1 n=1,35...

Por otro lado, la serie no-finita, acompafiada de un adecuado factor constante, se denota por Q, ( Z)
noce con el nombre de funcién de Legendre de segunda especie y orden p. Por definicion,

25.43

Uo() V(@) n=0,2,4 ...

-V (1) Ugnle)

Qn(‘c ) = {

»=1,3,5...

25.44

25.45

25.46

25.47

Il

Las funciones Q,(z) satistacen formulas de recurrencia exactamente analogas g las que se dan en 25.20 a 25.24.

Empleando éstas se puede expresar la solucién general de la ecuacién de Legendre de esta otra manera

25.48

= A P,(x) + BQ,(x)



26.1 (1- 2%y - 2=y’ + {n(n+ 1) —Tln_—z;} ¥y = 0

Las soluciones de la anterior ecuaciéon son |lamadas funciones asociadas de Legendre. Nos ocuparemos Unica-
mente del importante caso en que m, p son enteros no-negativos.

dm 1 — x2)m/2 gm+n
26.2 Pi(z) = (1- a®m22P,(a) = %W(“’—D"
donde P,(#) son polinomios de Legendre [pagina 146]. Tenemos
26.3 Plz) = P
26.4 Pl = 0 sim>n

26.5  Plz) = (1-az912 6.8 Pyz) = }(5a2— 1) -g2)12
26.6  PL@) = Sxz(l— 2?2 26.9  Pi=) = 15z(1—z?)
26.7  PYx) = 3(1—2?) 26.10 Pi(z) = 15(1— 22

26.11 (2m)! (1 — &?)m/2tm & m
Imml (L= 2tz + BmFIE "E=MP,(x)tn

26.12 (M+1 =m) PP (2) = (2n + 1)z P@2) + (n+ m) Py_y(®) = o

26.13 i) — %_—:T;B%P:'“(x) + (u-m)m+m+1)Pr®) = O
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1

26.14 . Pyl PlMx) dz = o siomotl
1

" _ 2 mimy

26.15 J:,{P"(“)}zd” = mFlm—m)

f@) = AnPn(@) + ApiiPriy(@) + ApsoPmis(@) + oo

26.16
donde
26.17 2k 41 (k-
Av=" " (k+m)'f fla) Fi@) ds

Q@ = - e Lo )

26.18

donde Qu(2) son funciones de Legendre de segunda especie [pagina 148].

Dichas funciones son indefinidas en 2 = =1, mientras que P:'(z) son definidas en 2 = *],

Les funciones Q':(z) satisfacen las mismas relaciones de recurrencia que Pyi(z) [véase 26.12 y 26.13].

26.19 y = AP + BQn(x)



27.1 y' = 2xy’ + 2ny = O

En el caso enque n =0, 1,2, las soluciones de la ecuacion de Hermite se conocen conp polinonios de Hermite
H(z) que se pueden hallar por la formula de Rodrigue.
dr
21.2 Hyz) = (-1re” gs(e)

21,3 H(z1) =1 21.7  Hyx) = 1624 — 4822 + 12

21.4 H(z) = 2¢ 27.8 Hy(x) = 3225 — 16023 + 1202

21.5 H(z) = 4z2=2 27.9 Hy(x) = 64% — 48024 + 72022 120

27,4 Hg(z) = 82% =122 27.10 H,(z) = 1287 — 134425 + 336023 = 1680z

27.12 H,, (® = 22H(z) —2n H,_,(®

27.13 Ho(x) = 2n H,-(2)
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27.14 r e H,.(@2 H,.2 dz = 0 m#En
27.15 fm e {H () dr = 2! V7

27.16 f@) = AgHyx) + A Hyx) + AgHyx) + o1
donde

- 1 -P e H
27.17 A, = Zkk!\/;j:e f(z) Hylx)dz

27.18 H,(z) = @)m— EWTT}-) @x)m2 + "(”'1)("2? 2 =) gppm-t —
27.19 Hy—=z) = (-1)"H(x) 27.20 Hgzp y(0) = 0
27.21 Hy(0) = (~m2ne1-35--- (@n—1)

: H i H, 40
27.22 j; H,(H)dt - 2(n"+ ) 2+
27.23 L H -t

. dl{e n(x)} = —e H,‘“(x)
27.24 f e H,M)d =H,-.(0) = e = H, ()
1]
27.25 f e H,(t) dt = V& n! P.(2)
LI

27.26 Hyw +9) = 3 W<Z>Hk("/§ Y Hooi 0V2)

Esta ultima es llamada férmula de adicion para los polinomios de Hermite.

L Hy(z) Hiw) H,, y(x) Haw) = H,(x) Has 4(y)
27.27 g k k'k ) +1 e P 1



28.1 2y’ + 1—2) + ny = 0

Enelcasoenquen=0,1,2, las soluciones de ja ecuacion de Laguerre se conocen como poiinomios de Lague-
rre L,(x) que se pueden hallar por la férmula de Rodrigue.

dr

28.2 L) = e&g=

(zme™2)

28.3 L = 1 28.6 L(X) = —x3+09x2 = 182 + 6

28.4 L,(x)

-+ 1 28.7 L,(x)

gt = 1643 + 7222 — 06z + 24

28.5 L,(z) = 22 —~da + 2 28.8 L,(xX) = —a«5 + 252% = 20023 + 60022 - 00z + 120

28.9 Lg{x) = #8 = 362% + 45024 = 240025 + 5400%2 = 4320z + 720

28.10  Ly(x) = —=7 + 492® = g82x5 + 7350z — 29.400z% + 52.920x2 — 35.280x + 5040
7

28.11 —

e-stit-t - Ly(z) t»
1-t = ,,B=o nt "

28.12 L,+,(x) = 2n+1—x)L,(x) + n2L,_;(x) = 0
28.13 Lo(z) = nL,_j(@) + nla_y(z) = 0
28.14 2L, (@) = nL,(@) = n?L,_(2)

153



154 POLINOM S DE LAGUERRE

28.15 f e ZL,(x) L,(2) d¢ = O mfn
[}

28.16 f =2 {L,(z)}? dz = (nl)?

28.17 fl&) = Ag Ly(z) + Ay Li(x) + 4, L2 + -
donde
26.18 R f " 6=t f(z) Lu@) de

o

z Ly sy
28.19 L,(0) = ! 28.20 f L) dt = L) = n’:f)
i)
nign=1  n¥ny—1Pzm8 e
2810 Lz} = (—1)-{¢'-— T 5 — e 1)"1!1}
0 si p<n
28.22 ": are™s L) @z = {(—l)n(n!)ﬁ Sip=n
3 Ly@) L@)  La(2) Lyyy(y) = Loy (@) Lyly)
28.23 & G = )T @=y)
& tk Ly(x)
28.24 2 EE - et Jo(2Vzt)

28.25 L,(z) = Jw urer—% Jo(2VEu) du

[



29.1 2y’ + m+1—-2z)y + (n—m)y = 0

Cuando m y np son enteros no-negativos las soluciones de 29.1 son dadas por los polinomios asociados de Laguerre

292 L2 = 2oL
donde L,(z) denota polinomios de Laguerre [véase la pagina 153].
29.3 Lz) = Ly@
m .
29.4 La(z) = 0 si m>n

29.5 Li@) = -1 29.10 Li(z) = -6

29.6 Lix) = 2z =4 20.11 L:(x) = 428 = 4822 + 1442 = 96
29.7 Li@) = 2 29.12 Li(a:) = 1222 = 96z + 144

29.8  Lix) = —3a2+ 18z — 18 29.13 L:(z) = 24x = 96

29.9  Liz) = —~6z + 18 29.14  Li(x) = 24

] Y gm ] Lr(z)

29.15 e—sIU-t) =

Q== .;.. n!
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29.16 %Lﬁﬂ(x) + @Am-2m—1)LMz) + mLa-a(z) = 0
29.17 %{Lr(z)} S

29.18 L amesLi@) = (m-n—DamlerLy ()

20.19 rdn@) = G-mLi@+m—n=-1L" @)

L]
29.20 f zme=* Ln(x) Lp(x) de = 0 pEn
0

@ 3
29.21 fo ame= {Ln(@)}? do - (n(_r!anﬁ

29.22 flz) = ApLm@ + Aper Lms1(@) + ApsoLmia(@) + oo
donde

. @
228 Ae = —k—(l(( 7 ) “ame=s LT@) @) da

: 0

29.24

La@) = (=1)m {xn—m - “‘_’i;"l"__"”’ix,‘_m_l , i Din—mn—m—1) gn-m-2* ... }

(n—n‘1)! 2!
(2n —m + 1){n!)3

29.25 J; gntle=z (La(2)yds = (n-m)!



30.1 (1— 2%y w= a2y’ + w2y = O n=0,12,...

Las soluciones de 30.1 son dadas por

30.2 T.(2) = cos(ncon—lx) = a» —(;)z"—a(l—aﬁ) + (:) an— 4] — ) — .-

30.3  To@) = 1 30.7  T(x) = 8i—8a2+1

304 T.(2) = & 30.8 T,z) = 16a5 = 2023 + b

305 T(x) = Za? -1 30.9 Tgle) = 3225 — 4824 + 1822 -1
30.6 T(X) = 428 = 8z 30.10 T,(z) = 64«7 = 11225 + 5623 = Tx

1 =2tz + 82

30.11 _l=t2 S Tt
=0

3012 7,(-2) = (1) T, (x) 30.14 T, (-1) = (-1)" 30.16 Tgn41(0) = O

30.13 T,(1) = 1 30.15 Ty (0) = (—D)*
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30.17 Tar1(2) = 22T (x) + Tpo—y{z) = O

1
30.18 f T T.@ydz = )  men
1 1 — &2
30,19 1 {T,,(x)}ﬂd _ T sim=
' _; Y1—2a? = {1:'/2 sim=1,2,.

30.20 flx) = J4, Tolx) + Ay Ti(x)+ A T(2) + .
donde

_ 2 1 f(z) Ty (%)
30.21 Ay = ”f_l Vi dz

30.22 Ule) = Senfln+ cos—iz)
’ » - sen (cos—1z)

S

30,23 Uyx) = 1 3027 Uyw) = 1624 « 1222+ 1

30.24 Ujlx) = 22 30.28 Ug(x) = 3225 ~ 3223 + 6z

30.25 Uya) = 4a? =1 3029 Usglz) = 64t — 8024 +2402 = 1
30.26 Us(x) = 823 =42 30.30 Uz{2) = 12827 = 19225 + §(x3 - 8z

1

30.31 T—smr &

- S U m
n=0
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30.32  Up(—2) = (—1)*Uux) 30.34  Uy-1) = (~=r(r+ 1) 30. Ui i(0) = 0

3033 Ugl) = n+ 1 30.35  Up(0) = (-1)»

30.37 Upirle) = 22 Uplz) + Upy(®) = 0

1
30.38 f VI—22 U, (0) Ugk®) dx = 0 m#*n
-1
1
30.39 f Vi—22 {U ()} dz = I
1 2

30.40 j) = A U, (x) + 4, U@D + 45 U + .
donde

1
30.41 4, = %f VI=a (0 U o

-1

30.42 T, (z) = Un(®) — 2 Up—y(2)
30.43 A= U,_y(@) = 2T,(x) = Tps1(®
1 {1 Trylvhde
30.44 Unle) = = —_——
(=) "'-[—1 (v— 2} V1-ot
1 V1= U,y (v
30.45 T.@ = 1 j %dv

-1

A T,x) + Byl—z2 U,(X) sin=123,.

30.46 y = .
A + Bsen—lx sin=10



31.1 2l =2y +{c=(a+ b + Dx}y =aby = 0

Una solucion de 31.1 esta dada por

312  FE,b e 1“"(‘1‘..%‘“

e+ )b(b+1) , @+ l)a+ Db+ Nb -+ o+
1-2-c(c+1) ¥ + 1e218ve(e +1)c + 2

Si ¢ b, ¢ son reales, entonces la serie es convergente para -1 < ¥ < 1 siempre que ¢ — (& + b) > -1.

3.3 F(p, 1;1; ~#) = (L + z)? 318 F(§ £:3 2H = en 2z

314 Fl12 —®)=[In(1+ D)/ 31.9 F(, L3 —2?) = (tan-1 a)fx
31.5 Jim FQ,n; 1 zfn) = e 31.10 Fi,pipi2) = 1/(1—2)

31.6  F(}, —4; §isen? z) = coa z 31.11 Fln+ 1, —n; 1, (1 = 2)/2) = Py(x)
31.7 F(},1;1;en?z) = secz 31.12  F(n, —n; §; (1 = 2)/2) = To(2)

Si ¢,a=~byc¢~a=b son enteros, la solucién general valida para |#| < 1 es

31.13 y = AF(a,be;2)-Bxl cFla~¢+ 1 bc+ 1, 2=¢;2)

r(c) e =@ = b)

31.14 F(a. b; [ 1) = m
31.15 Lrebics) = LFa+1b+ 1o+t
3 Fle, 0 o = = , ; ;
T'(c) L
1.1 . [ . A b—1 —_ -b—-1 - -a
31.16 Fe b6 9 = ey fo w11 = )e=b=1(1 — uz) e du
31.17 Fla, b; ¢; z) = (1—x)c~9"PF(c~a,¢~b;e¢ 2)
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32.1 £ {F@®)} = f e-“F(t) dt = f(s)
L]

En general f(s) existe cuando § > a donde « es cierta constante. £ es llamado el operador de la transformada de
Laplace.

Si £ {F(®)} = f(s), entonces F(t) = L1 {f(8)} es la transformada inversa de Laplace de f(s).L les llamado
el operador de la transformado inversa de Laplace.

La transformada inversa de Laplace de f(s) puede encontrarse directamente por los métodos de la teoria de las va-
riables complejas. El resultado es

o tin ce+iT
322 Fy = %f oty ds = ﬁlimf o* f(s) ds

c-iw Tetm oyt

donde ¢ ha de escogerse de tal manera que todos los puntos singulares de f(s) caigan a la izquierda de la linea
Re {8} = ¢ en el plano complejo s.
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TRANSFORMADAS DE LAPLACE

(8

F(t)

32.3 afy(s) + bfs(s) aFy(t) + bFy(t)

32.4 f(s/a) a F(at)

325 ' fls~a et F(1)

32.6 e—a1 f(s) Ut—a) = {; (e :::
32.7 8 f(8) — F(0) F'(t)

32.8 82 f () = & F(0) — F'(0) F (1)

32.9 | snf(s) — s»—1F(0) — gn—2F'(0) =+ . = Fn—D () Fo) ()

32.10 f'(s) -t F()

32.11 f(s) 8 F()

B2.12 Fin)(g) (=1)rn F (D)

12.13 fso J: F(u) du

2.14 1 fo' fo' F(u) dur = fo'(‘-‘;-;l‘l)—)"-}‘-m)du
;2.15 f(8) g(8) ft F(u) 6(t —u) du

0
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f(8) F(t)
¥ F(t)
32.16 f(w) du —
J. t
32.17 L ,('T ~8% F(u) d FO = Fit+ T)
- 1= e, [ (u) du
32.18 f“f’ ﬁf‘”e— YAt F(U) du
LA ]
32,19 %f(l/s) f Jo(@Vut) Plu) du
[1]
1 [
32.20 Frif/e) tn/2 fo w2 J, (2Vut) F(u) du
(8 + 1/8) t
L (% vz
32.22 - \/;J; w2 g u f(u) dy Fit?)
(In 8) = o Fix
3223 fins) fu —le o a
P(s) LI %
32.24 a0 |:§1 T’ v

P(s) = polinomio de grado inferior a n,

Q) =6 —a)e—ag) 2 (6 —an

donde @y, @z, . . . ,ay 80N todas distintas.
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TRANSFORVMADAS DE LAPLACE

f(s) F(t)
2.2 | 1
3 5 T
32.26 1
;5 t
32.27 ) n=123... w1 =
32.28 1 1
P n>0 Tn)
32.29 1 gat
s—a
1 =
32.30 B-a® N=123,", wopr %=1
1 tn—1 eat
32.31 r__°
(s—a)y n>0 T(n)
32.32 ! sen at
2 T a2 a
32.33 8
£+ & cos at
32.34 1 bt sen at
(CEY ] a
32.35 s-b
—_— bt
(8 — b2 + a2 €% cos at
32.36 { senh at
= — a2 —a
32.37 S = a2 cosh at
1
32.38 b)2 ebt senhat
(s = - a2 a
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f(s) F(t)
8-b
32.39 m ebt cosh at
32.40 1 “b bt — gat
G—a)s=0 ¢ “b-a
32.41 _ & bebt — aeat
G-ae-p o7 ~b-a
1
32.42 senat -~ at ¢o8 at
(7 + a?)2 208 )
32.43 __8 t sen at
(82 + a?)2 2a
32.44 L senat + rtcosat
(s2 +a2)2 2a
o
32.45 @+ a2 coa at w «}at sen at
32.46 o2 gt
(82 + a?)2 t eos at
32.47 1 _ at eogh at = senhat
= 208
32.48 ﬁ t senhat
(8% —a?) 2
32.49 2 senhat + at cosh at
(% —a?? %
83
32.50 T cosh at + }at senh at
2 + a2
32.51 8
(s? —a%)? t cosh at
32592 1 (3 — a2¢?) sen at = 8at cos at
(82 + a?)3 8a%
32.53 8 t sen gf = at? cos at
(82 + a?)?® 83
32.54 __ & (1 + @2t2) sen at — at eos at
(82 + a?p 8a?
32.55 s 8t sen at + at? cos at

(8% * a2

8a




166 TRANSFORMADAS
f(s) F(t)
¢ (3 = g2t?) sen at + bat CO6 at
32.56 W fa
g8 (8 a2t?)cosat Tat sen at
82.57 (_324'_0.273_ 5
4 332 = g #2 senat
$12.58 w —a
83 — 3a%s
: : —— g
+32.59 (8® +a2) }t cos at
4w GaZe? 4
$32.60t s_:aﬂa_:-_a 3t% coa at
(s%+ a%)
. 83 ~ als Bsenat
8261 [ SErree
32.61! N S (3 + a2t?) senh gf — 3at cosh at
e (82— a?)3 8ab
32.63 8 at? coshat —t senhat
o (CE 84
. 82 at cosh g + (a2t2 = 1) senhat
32.64) (.2—_“2-)—3- -
: H s 3t senhat + gt2coshat
e w-ap 5
) , &t (3 + a?t?) senh at + Bat cosh at
32.64) —('2 — 42)3 =
5 2
32.61" s (8 + a2t2) cosh at + Tat senh gt
(8% — a?) 8
3a% + a2 2 senh at
32.61% m —
e
8% + 3a2s
A ] 2
32.6% (—’2_—0273- -}t cosh gt
gt + 6a28% + gf
3270 (2= g?)t 3 cosha t
88+ ab ts senhat
2 CErT e
1 ats2 V3at V3at e
J2.72 S = {\@sen g CoTS— ¢ e Sat/2

DE LAPLACE




TRANSFORMADAS DE LAPLACE

f(s) F(ty
ats2
32.73 = : 5 e3u {co Vaat 4+ VBeen Yo ﬁ“t —smz}
i 1
32.74 o F at 3(9& +  2eat/2 COé/:s'g'E>
1 g4tz 3ot ¢
32.75 P v v {eswz — cos‘/-z" V3 se ﬁa
8 e—ot/2 v'§at \;’8 at
32.76 - ™ {\fésen 5~ 8o — esﬂ'ﬂ}
.8 1
32.77 W —at 3 <eat + 2e~at/2 cos\/é.z at>
32.78 1 L at t
. AT dgh m(sen at cosh -cosa senh at)
32 79 8 sen at senhat
8t + 4at 2a?
32.80 il L Senat
. A+ Iat _a( cosh at+ ¢ps at wnh a)
83
32.81 A+ 4t cos at cosh at
1
32.82 P E%(senhat-senat)
32. 8
83 pr g 2a2 (cosh gt — ¢os at)
82 1
32.84 pr g ﬁ(senhat + senat)
88
32.85 pr g, #(cosh at + cos at)
3286 1 e e
Vet+a+Ve+b 2(b ~a) Vrt?
sVe+a Ve
32.88 — est fer Vat
Va(s—a) Vs
32.89 = ent {\/-—1:— b " feer (b\/?)}

#t
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f(s) F(t)
32.90 L Tolat)
’ Ve +a? 0
32.91 L Ip(at)
i Vel — a2 o
32.92 (\/32+a2- gn
n > ~1 ar J, (at)
VsZ+ a2
- V82— a2
32.93 o= Vo —air n” -1 et ], ()
Vet — a2
32.94 eb(;- s>+a?)
—_—— Jolavi(t+ 2b))
Vet + a2 0
32.95 il Jol@Vtz—b2) t>b
’ Ve + a2 0 t<b
32.96 1 tJ, (at)
(8% +a?)3/2 ra—
32.97 8
(CEY=LE tlylat)
32.98 82
(8% +a2pr2 Jo(at) — atJ,(at)
32.99 1 tl (at)
8% - a2p2 —
32.100 s
(& = a?)2 tly(at)
82
32.101 m Iy(at) + atl,(at)
32.102 8(et2———1) 8(1 —=e %) F(t) =n, n =Et<n+1, n=01,2,
Véase ademas 32.165.
32.103 1 e~* [t]
e =7 — sl—re F(t) = k§1 rk
donde [¢] = maximo entero = ¢
32.104 s(etmp) (1 + ooy Ft)=m, n=St<n+l n= 012,
Véase ademéds 32.167.
32.108 et <03 2V/at
ﬁ Vot
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f® F(t)
e—als sen 2Vat
32.106 73 Ve
—gf: n/2
32.107 e <£> J.(2Vat)
32.108 LG oo
' Ve Vrt
32.109 e—o¥s e—at/at
2V xt3
1 — a—aVs
32.110 : o fer (a/2V¢)
.
32.111 ¢ ; ' feer (a/2v/%)
g—n\/; a
32.112 _emevr ebdt+a) feer [ Byt + _—>
Va(Vs+b) ( 2Vt
e—a/ Vs 1 *reate
32.113 e | Votammet | wre o Ty (2V0) du
tta e=bt = gmat
32.114 In (s = b) t
2 ¢ a2)/a2
32.115 ll[(‘;'—“)/“l Ie (at)
32.116 11%“)/ o] le (at)
32.117 w Int
v = constante de Euler = (,5772156
82 4 o2 2 (cosat — cos bt)
32.118 ln(m> —_—,
32.119 g + (—Ui:‘i)i In?t
y = constante de Euler = 0,5772156
32.120 me_i_i —(nt+y)
Yy = constante de Euler = 05772156
32.121 In2a

{Int + y) = }s2

¥y = constante de Euler = 0.5772156.
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170 TRANSFORMADAS DE LAPLACE
f(8) F(t)
o+ 1) — 11
32.122 TorD —Zefdne s tmine
32.123 tan—1! (a/s) _s_gn_t_a__t_
-1
32.124 w Is (at)
-2vat
32.125 &2 teer (Vala) ¢
Ve Vit
32.126 &% feer (s/2a) 2—‘/':_(""’
s?/4a?
32.127 w fer (at)
32.128 il fcer\/E 1
Ve Vet ¥ o)
32.129 e le (as) (ra
32.130 %[mu{%— ls(u)} — sengs Ie f‘")] ﬁ;z‘
¢
32.131 senaa{%—— Is(ax)}+ cosas Ic (as) o
T _
32.132 cosu{-z— Is (as)} senas I (as) tan1 (t/a)
S
32.133 senag{Z — Is (as)} + 00808 I (as) 1 <t2 +a2>
2 In| ==
2 o
8
2
v 1 t2 + a2
32.134 i 15(“)] + k2 ae) zln( pe >
32.135 0 N (t) = funcién nula
32.136 1 8(t) = funcion delta
32.137 e—as 8(t = a,)
32.138 e—as
8 Ut —a)

Véase ademds 32.163.
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f(8) F(t)
32.139 :;‘1% z + %ﬁgl (_:).. seli cos"—"f
32140 ;%2:1% 3 ‘g‘ 2(;1_)-; sen 28 ;ﬂ Doz 2n ;al)rt
32.141 % i+§,§,( :).cos,%gm%
32.142 s“::: 8‘:a % 'g {—1)" 0s {20 ~2-«1]m cos 22 ;al)re
32.143 % 2ty % 21 e, enZZE op it
32.144 % Eu : 25‘-1);)2““ (2n = e (2u;u Lt
32.145 L Ly ”gi (L, v (1 _ cosnT't>
32.146 Em—:z ¢+ 22 §1 (21 1)’1'}2 @n e, n — st
32.147 % He2 a2 gy o 100 § (2; 1){')3 05(21:;;)”:: cos (2n;—al)1rt
32.148 % %;! él (~1ym Tt son 20T
32.149 % ﬁ‘ﬂé‘ (=1)"=1 (2 — 1) e=2n—Dirt/a® oo (Z_W%I_IM
32.150 ‘/% i El (=1)o—1 o= (2= 1Pnterac? gon 20 ;al}vz
32.151 v?;h—m % + 2 é; (—1yn e~ na"t/a* cos’—'Z—z
32.152 % % + %ﬂgl (—_—nme—n’w’m’ seng?
32.153 % 14 3 nﬁ] é{;;_l—}%ehm‘”"'m“’ cos 22 ;aq?z
32.154 ﬁﬁ[&f %t *’2,%% %zf_n?"(l — e—nin't/ah) M”_gﬁ
32.155 % ez—a?) + ¢t — 161.12 i (2(,1 —l-)ll e n=Dirttiaa? oq 20— ;al)_"_"
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HO)] F(t)
Jo(izV/3) 1-2 % e /e Jo(A,x/a)
12.156 s Joliays) = A d1{Mn)
donde Ay, Ag, . . . 0N las raices positivas de Jg(A) = 0
2,00
2V o g—A /6" Jo (N, z/a)
32.157 M Hat—a?) + t + 202 % —_— i
82 Jy (iay3) n= At ()
donde Ay, Ag, . . . SON las raices positivas de JoM) =0
Funcioén de onda triangular
Ky
1. as 1
32.158 ;;tanh 0—2-
o 2a ‘0 6a ¢
Fig. 32-1
Funcién de onda cuadrada
i)
1] f |
| 1 1 1 L)
32.159 %t.anh <52’;> ' i : i )
:a 2g 1 %a [T :Sa
L]
=1 4 k | -
Fig. 32-2
Funcién de onda senoidal rectificada
[ 214]
1
ra as
32.160 —— -
a2s? + 2 coth<2>
ol 2 B i t
Fig. 32-3
Funcién de onda senoidal semi-rectificada
K
1
e
32.161 @RT A /\ /
a 20 Sa 4 ¢
Fig. 324
Funcion de onda en diente de sierra
Fin
32.162 1 e ! l
. —s T T o araf I '
2z T Hl—e-H /:/ |
/ ¢
) 2 3= 4
Fig. 32-5
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173

f(s) F(y
Funcién unitaria de Heaviside 7{(t — u)
Fi
e as 1
32.163 1
§ 1
1
Véase ademéas 32.138. o |
a2
Fig. 32-6
Funcién de pulsaciones
Fir
€95 (1 — ¢—€3) 1 —
32.164 _— i i
8
1 1
1 1
0 a a+te
Fig. 32-7
Funcién  escalonada
Fit) :
3 —
1
2_ 1
32.165 — !
8(1 — ¢~ as) P
Véase ademés 32.102.
& T 1 T T
' 2a Ja 4a
Fig. 32-8
Fh=n% n=t<n+1 n=0 12
1F(t) |
44 |
—-s —32s 3- t
#12.166 ecte™ ; ,
s(l —e—5)2 |
N '
l
T T T
0 H 2 3
Fig. 32-9
Ft)y=r, n=t<n+1,2=0,1,2 ...
Fin 1
T —
1
1lwme™s i
32.167 7 rey
Véase ademas 32.104. 0|
1 2 3
Fig. 32-10
snirtfa) O0EtZe
Py = /)
{ t>a
Ft)
ra(l + e-q
32.168 @ 2 1
o a

Fig. 32-11




33.1 i =
donde

A(a)
33.2

B(a)

Las condiciones suficientes bajo las cuales el

(i)
(i1) fm |f(x)] dz converja;

f(z) v f'(z) sean casicontinuas en todo intervalo finito

f {A@@) cos ax + B(a) sen ax} da
~Q

1 ©0
;f f(z) cosax dx

-
_1 (.
== j(X) sen az dz
T
—%

anterior teorema es vélido son que:

—L < z < L;

(iii) f(2) sea remplazada por %{f(x +0)+ flx = 0)} si xesun punto de discontinuidad.

33.3 flz) = .
33.4 f(z) =

= s
33.5 f@) = Ef

donde f(x) es una funcion impar [f(~zx) =

—f@)).
33.6 iy =

donde f(x) es una funcién par

[f(==) = 2]

%J“‘ J. f(u) cos a (z = w) du da

um= —m

x

o j(u) eia(z—u) du da

Lf dosdy | fu)e—iew du
nJ _, -
1 L

-

sen ax da f f(ae) sen au du
[

%f cosax da f f(u) cosau du
0 0
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TRANSFORMADAS DE FOURIER 175

La transformada de Fourier de f{x) se define asf

33.7 Fiflx)} = F(a) = fmj(x) g~laz dy

Entonces, de 33.7, se sigue que la transformada inversa de Fourier de F(a) es

33.8 F-YF(@)} = f(z) = % f Fla) etz dg

F(u) y f(2) son llamadas pares de transformados de Fourier

T
i

T

Si F{o) = F{f(x)} vy G(a) = F{g(x)}, entonces

33.9 2—1"_ fj,; F(a) Glo) eioz dy = f_: fu) glx = w) du = f*9

donde f*g denota el producto de convolucidnde fy g. Asi que

33.10 Fif*ay = Fifr Flg}

Si F(a) = F{f(x)}, entonces

33.11 f“ f@)pde = %ﬂf_ |F(a)|2 da

-

De manera mas general, s F(a) = F{f(z)} y G(a) = Flg(x)}, entonces

33.12 fw fla)gx) dz = 21—71'” F(n) Gla) da

donde la barra significa que se trata de la conjugada compleja

La transformada de Fourier en seno de f(x) se deline asi

33.13 Fsl = FsU@h = [ f@)sen o &
. 0

Entonces, segiin 33.13, la transformada inversa de Fourier en seno de Fs(a) sera

33.14 f(2) = FsHFs@) = % Jm F.(a) sen az da
1]



176 TRANSFORMADAS DE FQURIER

La transformada de Fourier en coseno de f(x) se define como

33.15 F,(a) = Felf(x)} = f f(x) cosax dz
]

Entonces, segun 33.15, se tiene que la transformada inversa de Fourier en coseno de F(a) es

33.16 fg) = FoUFcla)} = %f 0F‘C(a{) cosaxr d a

flz) F(a)
33.17 JU Jal <3 2 senba
le Jz{ >0 a
1 73"'10
33.16 m' b
x ia
33." m _Ib_e—ha
33.20 fm (z) ira"F(a)
33.21 znf(x) i"%
33.22 f(bx)eitz % F <a ; t>




TRANSFORMADAS

DE FOURIER

17

(=) Fe (o)
1 —
u3.23 { 0<z<b 1 — cos ba
0 z>b a
-1
33.24 " ]
#3.25 z 7 y—ba
' T z
- —*
83.26 e—bz i
-1
833.27 Zn—1 g=bz T(n) s(ear; Srn :;r:/z afb)
' - Vi
113.28 ze—ba 13782 at/4b
B3.29 -1/2 2
? 2a
n—1
$33.30 - d 2;::2)(”/2) D<m<?
4 sen bz 1 w4 b
$3.31 . Li(atd
. sen bz ral2 a<b
133.32 x2 YN
0 a<b
33.33 oo bz o/t a=b
/2 a>b
33. -1 T oba
33.34 tan-1 (zlb) Ze
: T ra
193.35 cac be o5 tanh 52
33.36 L Teoth(Z2) — L
o Eal 3 2 %a




178 TRANSFORMADAS DE FOURIER

f(=) Fe¢ (a)
3337 .1 0<z<b sen bd
0 x>b a
1 re—ba
33.30 . o
33.39 e b
o + B2
. n—1g—bz r(n) cos (n tan—1db
33.40 @n=le~® (& + boyE )
33.41 e-ba 1 \/E,-azm
2\/%
33.42 2112 \ ,z_
2a
33.43 - wa®~1 gec (nr/2) < <
&= 3t 0 0 ® 1
%2 + b2 et — g—ba
33.44 In (m> —
2/2 a<b
33.45 N b ,,/4 a=
a> b
33.46 o ba? ,, Z [ < 2 sen >
5347 008 bz? 8” <cos + sen >
33.48
sech bz a5 Sec ch 7= 2b
1j3.49 cosh (V7 5/4 \/:_LL@L
cosh (V7 x) 2 cosh (V7 a)
-oVzx
41350 GVEZ \fzi;{cos(zbﬁ) ~ sen(2bVa)}




b
d z
34.1 U = F(k, ¢) = f —0: S d—V
0 V1= k2sen2g h V(- 01— k22
donde x =sen @,y ¢ =am y es llamada amplitud de u. Ademés, tanto en la anterior férmula como en lo que viene a
continuacién, 0 < k < 1.

34.2 K _ Fan) - f v f
. _ T —
= = J e T —Rsente = \[I - vz)(1 — ko)
=z 1 1-3\’ 1-3-5\
- ) 1 + 2 k2+ XY kK + 2476 k8 +

" 21—
34.3 Ek,¢) = M 1 — k2 sen?s ds % Vit dv
- ]

w2 11 -k2
34.4 E = Eka/2) - f 1, = FZsen?s ds :s Sl Ca
“o - q Vi-we
=Tli = 12k2-— 1.3\*k _ [1-3-5\°8 _
2 2 2-4/ 3 246/ &

3.5 Mkne = f‘“ de = f av

(L+nsen®e) V1 —Kktsents o (1+no?) V(1 — o1 — K32

179



180 FUNCIONES ELIPTICAS

3.6  [ltkna/2) = fm ds fl v
' TBTE T )0 (A 4nsente)VI—KBsents = Yo (1+ no?) V(L — 21— K203)

sen 2¢;
34.7 tang = KT cos2g, © k seng = sen(2¢; — ¢)
Lo cual da

¢ 2 ™
34.8 F(k, ¢) f f

¢ VieREsenzs 1T kJ VTR sents,
donde k, = 2y%/(1 + k). Por aplicaciones sucesivas, se obtienen las sucesiones  ky, kg, kg,. .. §  ¢10 fps S . ..
tales que k <k; < ky<ky<+vs < 1 donde Ilm k = 1. Se sigue que
|"a"a J‘ fejkgkes. . (r 4')
34.9 F(k, ¢ 1‘ = —— Intan|{z + 3
(k, &) Vio sen" k 4 2
donde
2k vk, .

34.10 kl = 1+k ky = m, Vo ¥ @—Jﬁﬁg

El anterior resultado se emplea como método aproximado para hallar el valor de F(k, ¢).

Con base en 34.1 se definen las funciones elipticas siguientes.

34.11 g = sen{amu) = snu
34.12 V1—22 = cos(amu) = cnu
34.13 Vi—%22 =1 =Rsmiu=d n u

También se pueden definir las funciones elipticas reciprocas gn=1x, en~!«, dn~1z y las que se dan a continuacién

= dem = mu — tnu

34.14 ngu = Y 34.17 scu onu 34.20 c8u anu
34.15 ncu = —— 34.18 sdu = SP¥ 34.21 deu = dn2
N enu dnu cnu

1 cny dnu

34.16 = ——— 34.19 du = —— 34.22 = —
ndu Inn cdu dnu dsu e

snu cnv dnv + cnu snv dnu

34.23 sh (u+v) = T = 2 sn’u gnd v
_ Cnu cnv = gpy SV dnu dnv
34.24 en{u+v) = T w72 gniy sn2v
- k2
34.95 dn (+w) = dnu dnv — k2 snu snv cnu cnv

1 = k2 sn?2u sn®v
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d - d_ ;
34.26 == snu = cnu dnu 34.28 ;=dnu = =ksnueny
34.27 % enu= —snudnu 34.29 .4 -

du . 'a-uscu = cuncu

3 5 7
34.30 sny = u-—(1+k2)1;~,+(1+14k2+k4)'5‘—,—(1+135k2+135k4+k6)%+.
u? ut 6
34.31 enu = 1= gy (L+4kH T = (1+44k2 + 16K 57 + -
2 4
34.32 dnu = 1"‘k22%'+k2(4+k2)%—k2(16+44k2+k‘)g—:Jf---

1 (! 1 (™ de dk 1.1, 1
34.33 Ei Kdk = Ef f_o:/'l—kzsenhf = 32 T B0 = 0.915965594. . .

sea

/2
de /2 de
34.34 K = f kZ:S K’ = f e 2 E— S
F—k¥sen g = —k donde k' = V1—k?
Entonces 0 .- 9 1 = sen?y
34.35 sn u tiene periodo 4K y 2K’
34.36 en u tiene periodo 4K y 2K + 2iK’
34.37

dn y tiene periodo 2K y 4iK’

34.38  sn?u + en?u = 1 3439 dn%u + k2gpzu = |
3440 dn2u — K2cnu = k' donde =Vi— @ 9, o l=cn2u
p 3441 SP°¥ T T dnou
dn2u +cn2
2 g = Sneu TCns — k2 2
34.42 cne g = 1+dn2u 34.43 dn2u= 1 k+dn2‘u+k cnu

1+ dn2u

34.44 \/1~cn2u_ snudn g T —dnZa ksnucnu
T = - o= 34.45 \’ LS
L+en2u enu T+dn2u dnu
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34.46 gn0 = 0 34.47 en0 = 1 34.48 dno = 1 34.49 g0 =0 34.50 amo = 0

34.51 fmudu = %ln(dnu—kcnu)

34.52 f eny due = %cos“(dnu)

34.53 fdnu de = sen-' (mu)

34.54 Sucudu = ﬁlﬂ(dcu+ Vi—k2ncw)
34,55 fcsu du = In(nsu—dsw

34.56 fcdudu = %ln(ndu-l—ksdu)

34.57 fdcudu = In(ncu + scw)

1
. du = o (K od
34.58 Ssdu » e o (k cdw)

34.59 fdsudu = In(nsu — csu)

34.60 fnsudu = In(dsu ~ csu)

1 8CU
34.61 ncudu = In{ dcu + —=—
s Vi—k&? ( \/1—k2>
1
34.62 nNdudu = = cos™! (cd )
s Vi—k2

el

34.63 EK' + E'K = KK' = /2
donde

n/2 /2 de
34.64 E = V1 = k?sen2 s de K = f

0 0 ;1—k2sen2a

7/2 /2 de
34.65 B = f VI = ¥ sent ¢ K = f SR —
0 o V1—Fk'2sen2¢



ez 222 T a2 Eap T
= — fer(x), fer{®

-yt
35.2 fer(x)’-;_e’(th_kls 1:3+5 )

353 fer {—x) 0, fer{=}

Ve 3-11 " 5ez} T+3

3 5 7
35.4 fcer(2)=1——2—<x-_x_ z z T)

i 13 1-3+5
395 feer (2) \/;‘< (2:02)2 “(2ai)F + "')

35.6 fcer (0) = 1, feer(w) = 0

Tl emegu
35.7 lg) = -y — Inz +f ———du
0 %
= —y - v #2 @
38 ko) = v l'””L<1-1z 2-21 7 3.31 >

+
. to2! g
35.9 L@ ~ "'T<1_1?+%_%§+...>

35.10 Jfw) = O

35.11  B(z) = —=— Eod 5

1! T 33 TEesl T Aem T

3512 [z) ~ % - ie_a':_xe,_ier%_...._9°_:ﬁ<1_g+5;!____)

35.13 Is(~zx) = = Is(z), [{0) = O, Is(=®) = n/2
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184 FUNCIONES NOTABLES DIVERSAS

23
35.14 Ifz) = —y—Inz +Jl-cosu du
o u
=y o~z 22
3515 Ia) = —y~mzt i - ThAa S et
. tosxf1l 3r 5! L\senz o2t 4
35.16  kix) p (z St s >T -4 >

as.17  kfw} = O

B B _ g e
8518 S‘”‘\/:< 3117 7.3 T T8 15T T )

1 1 1 1-3 13:5-7 . 1 135, ...
as.19 S(x) ~ é - \/-2—7{(00822)<;—ﬁ+—2g—— — )+(sen:c2) (‘2}3_ —2‘,‘:‘—7'}' )}

35.20 §-2) = -S@), SO = 0, 5= =

_ 2/ z s x9 713
3521 C@) = \F(r-s—Trﬁ-ﬂJf)

1 1 1 1.3, 142¢5.7 1 135
35.22 C(x) » 3 7,'2—:{(56“22)<5—%+W—' 2) _(c°5x2)<ﬂ7¥__23x_7+' .>}
35.23 C(-r) = —Cl@), CO) = 0, C(=) =

1

1 -
35.24 ¢x) = F(#J:_) .[ﬁ _Cr—_ldu’ z>1

35.25 {1 = 2) =2 -Tx-rp(x) cos (zx/2) {(x) {aplicable a ot ros valores]

22k~ 172k,

35.26 100 = —p—

k = 1,23, .



36.1 laf — laal = lag+eag] = ey + fayl

36.2 lay+ag+ - +a,] = |a) + ag] + oo+ + |a,

36.3 larbs + agbg + oo+ aby? = (layf2 + lagf+ o+ g [2(by|2 + (B2 + ..+ [by)

La igualdad se cumple cuando y solamente cuando @,/by = ‘lz/bz =+ = a,/b,.

Sean A, G y H las medias aritmética, geométrica y armonica de los nimeros positivos ay, @y, . . ., @y, entonces
36.4 H=G=A
donde
al + a’ + o+ [ n 1 l 1 1 1
36.5 - —-— 36.6 = . o = 2[4y =—3 .. 4=
A m G Vaa,...a, 367 i v \a + = + a
La igualdad se cumple cuando y solamente cuando g = @ =+ = a,.

36.8 lashy+ agbs+ v + @bl E (lagfP + laplp+ L [P (b [byt L+ [b9)11e
donde
1 1
36.9 -4+ = =1 >1, ¢>
P q p2la>l
La igualdad se cumple cuando y solamente cuando |a;[P~1/|by| = laglP=V/|byl = . . . = |a,[?~¥/|by). Cuando

P = ¢ = 2 ésta queda reducida a 36.3.

1845
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Si ay=Z ay 2 vvv 2 @,y b, ZbyzZ:-Zb, entonces
26.10 @y + ag + v+ @\ /by + Byt i+ by < ab; +ab, + it agb,
n n %
0
26.11 (@y+ag+ .. +a b+ byt . v+ b)) S mady+ azbg+ . . + azdy)

Si @1 @gy . +0y@n by, be, ., b, sON todos positivos ¥ si p > 1, entonces

36.12  {(ay+ b)P+ (ag+ P+ - +(ay+ bPH/P = (af+af .+ aD)UP (B By .+ BRI

La igualdad se cumple si y solamente si @;/by = ag/by =1+ =a,/b,.

26.13

b
f rorote ax

2 b b
= {J |f(z)|2dx}{f |g{x]|2dx}

La igualdad se cumple si y sélo si f(x)/g(x) es constante.

b b 1/p
26.14 INCYET { S vrwas} { f bxawdx}”“
a a a

enlaquel/p+1/g=1p>1q> 1 Sip =q = 2, ésta se reduce g ladesigualdad 36.13.

La igualdad se cumple si y solo si |f(x)]?~1/|g(x)| es constante.

Si p>1,
] 1/p
36.15 {J- |fa) + a(zJI"da}

La igualdad se cumple si y sélo si f(x)/g(x) es constante.

A

)

b 1ip b iip
ramac}” + " locorpes)



31.2

3.3

37.4

3.5

37.6

31.7

37.8

31.9

37.10

oot x

csc

gecx

tanz

sec2x

cac? x

cothz

esch x

sechz

tanhz

1 3 5 - b
b {72 — 1 0 4 T B = 42 }

1 1 1
82 {v’-4x5+913-'4;;2+25,2_w+ ‘”}

-

1
L 22)2 1 1
{(7_2x)2+ (7 + 22) + (3”__2:‘)2‘*‘ & T 2 + ...}

1 1

1 1 1
P e S - o R

Tap T

1 L1 .
2" 2”{z¢+,z+m+xz+9,,z+ }

1 . ..
s {x’hﬂ‘ Aol Al }

b T Tt e
72 4 402 972 ¥ dx¥ " 2677 T 42

82 1 1 1 LN
{”2 + 4x? + ST+ 422 T 2B F 4at +
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38.1

38.2

38.3

38.4

38.5

38.6

38.8

38.9

e = () -
- (8808

4t 4z 422
(l+?)(l+ﬁ) 1+‘2—5—'§)

senhz

¢

i Gy GO QS

Véase ademas 16.12, pagina 102.

= (1= -2V -2) ...
o = (-96-90-9

donde Ay, Agy Ags . . . son las raices positivas de  Jg(2) = 0.

s = (g9 -

donde Ay, Ag, Ag, . . . son las raices positivas de Jy(z) = 0.

Este gltimo es llamado producto de Walli
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39.1 d(x) = ,2, <’:> ptgnt p>0,¢>0,p+q=1|

39.4 o) = — f’ et dt

ny +ony
r n,/2_ ny/2
_ < 2 >"1l ny

39.7 &(z)

F
TR D j; tmi2(ng +qt)~ (Mtme)/2 it
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La tabla gue viene g continuacién trae los momentos de inercia de diferentes cuerpos rigidos de masa M. En todos
los casos se supone que €l cuerpo tie je densidad uniforme [es decir. constantel.

40.1 Varilla delgada de {ongiiud @

(@) arededor de un eje perpendicular a la varilla y que pasa por el centro
de masa,

(b) arededor de un eje perpendicular a la varilla y que pasa por uno de
los extremos.

40.2 Paralelepipedo rectangulo de lados @, b, ¢

(a) arededor de un gje paralelo g ¢ ¥ que pasa por el centro de la cara ab,

(b) arededor de un eje paralelo a ¢ ¥y que pasa por el centro de la cara bc.

&M + b9

TIEM da? + b?)

40.3 Lamina rectangular delgada de lados @, b

{a) alrededor de un eje que pasa por el centro de la ldmina y perpendicu-
lar g ella,

LM(a2+ ?)

(b) arededor de un eje perpendicular a eje del cilindro y que pasa por el
centro de masa,

(¢) alrededor de un eje que coincide con el didmetro en uno de los extre-
mos.

(b) arededor de un eje paralelo a lado b y que pasa por el centro. T%Ma2
40. 4 Cilindro circular de radio a y altura h
(a) alrededor del eje del cilindro, %Mu?

FM(R2 + 30%)

MR + 3a2)

Cilindro circular hueco de radio exterior @, radio interior
40.5
b y aturah

{a) alrededor del eje del cilindro,

(b} alrededor de un eje perpendicular al eje del cilindro y que pasa por el
centro de masa,

(c) arededor de un eje que coincide con el didmetro en uno de los extre-
mos.

1M(a? + %)
LM(3a2 + 382 + h2)

T1§M(3a7- + 3b% + 4h2)
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40.6

L @am i n a circular de radio ¢ ,

(A ¥ fgpdedor de un eje perpendicular j la‘ldmina y que pasa por el centro
- 2lla,
(?;)M&?ededor de un eje que coincide con el didmetro.

Lamina circular hueca ¢ anillo de radio exterior g y radio

40.7 interior b
{a) alrededor de un eje perpendicular al plano de la lamina y que pasa %M(aZ + bz)
por el centro, ,
(b) alrededor de un eje que coincide con un didmetro. iM(uZ + b?)
40.8 Anillo circular delgado de radio a
{a) arededor de un eje que pasa por el centro, y perpendicular al plano Ma?
del anillo, .
(b) arededor de un eje que coincide con el diametro. %Ma
40.9 Esfera de radio g
(a) alrededor de un eje que coincide con un didmetro, %Ma2
(b) alrededor de un eje tangente a la superficie. %Maz
40.10 Esfera hueca de radio exterior g y radio interior b
{a) alrededor de un-eje que coincide con un didmetro, M (ad — b%)/(a® — bY)

(b) arededor de un eje tangente g la superficie.

2M(ab ~ b%)/(a3 ~ b%) + Ma?

40.11 Concha esférica hueca de radio g

(@) arededor de un eje que coincide con un didmetro, Ma2

(b) alrededor de un eje tangente a la superficie. 2Ma?
40.12 Elipsoide de semi-ejes a, b, ¢

(a) alrededor de un eje que coincide con el semi-eje ¢, M(a? + b2)

(b) arededor de un eje tangente a la superficie, paralelo al san-gje ¢ y g
una distancia ¢ del centro.

3M(6a2 + b2)

40.13 Cono circular de radio g y atura h

{a) alrededor del eje del cono,
(b) alrededor de un eje perpendicular al eje del cono y que pasa por el vér-

3 Ma2
HMa

tice, %M(a'*’ + 4h?)
(c) arededor de un eje perpendicular al eje del cono y que pasa por el cen- 3
= 2 2
tro de masa 80M(4a Ly
40.14 Toro de radio exterior g y radio interior b

(a) alrededor de un g2je que pasa por el centro de masa y perpendicular al
plano del toro,

(b) alrededor de un eje situado en el plano del toro y que pasa por el cen-
tro de masa.

$M(Ta2 ~ 6ab + 3bY)

{M(9a? = 10ab + 5b2)




Longitud

Area

Volumen

Masa

Velocidad

Densidad

Fuerza

Energia

Potencia

Presion

1
!

Ll N

—

-

— P

L T i =

L SN

— e

1 pulgada (pulg) = 2,540 cm

kilémetro (km) = 1000 metros (m)

metro (m) = 100 centimetros (cm) 1 pie = 30,48 cm
centimetro (cm) = 107 2m 1 milla (mi) = 1,609 km
milimetro (mm) = 1073 m 1 mil = 10-s pulg

micra (gt) = 107%m 1 centimetro = 0,3937 pulg
miliniicra (m ») = 10~% m 1 metro = 39,37 pulg
angstrom (A) = 10" m 1 kilometro = 0.6214 milla

metro cuadrado (m2?) = 10.76 pie? 1 millacuadrada (mi*) = 640 aeres
piecuadrado (pies) = 929 c¢m? 1 acre = 43.560 pies?

litro (1) = 1000 ¢m¥ = 1,057 cuartillos (at) = 61,02 pulg? = 0.03532 pie?
metro cubico {m®) = 1000 | = 35.32 pies’
pie clbico (pies) = 7,481 galones (E.E. U.U.) = 0.02832 m? = 28,32

galon (E.E. U.U.) = 231 pulg3 = 3,785 I; 1 galon britanico = 1,201 galones (E.E. U.U.) = 227,4 pulg?

kilogramo (kg) = 2.2046 libras av (Ib) = 0,06852 slug;
slug = 32,174 Ib = 14,59 kg

11b (av) = 453,6 gm = 0,03108 slug

km /hr = 0,2778 m /seg = 0,6214 mi/hr =(,9113 pies/seg
mi/hr = 1,467 pies /seg = 1,609 km/hr = 0.4470 m /seg

gm/cmd = 10" kg/m3 = 62.43 Ib/pied = 1,040 slug /pied
1b /pies = 0,01602 gm /cm3; 1 slug /pie’=0,5154 gm/cm?®

newton (nt) = 10% dinas = 0,1020 kof = (,2248 Ibf

libra fuerza (Ibf) = 4,448 nt = 0.4536 kgf = 32,17 poundals

kilogramo fuerza (kgf) = 2,205 Ibf = 9,897 nt

tonelada (E.E. U.U.) = 2000 1bf; 1 tonelada grande = 2240 lbf; 1 tonelada métrica = 2205 Ibf

julio =1 nt m = 10 ergios = 0,7376 pie Ibf = 0.2389 cal = 9,481 X 10" Btu
pie Ibf = 1,356 julios = 0,3239 cal = 1,285 X 1073 Btu

caloria (cal) = 4,186 julios = 3,087 pie Ibf = 3,968 X 10~3% Btu

Btu (unidad térmica britanica) = 778 pie Ihf = 1055 julios = 0,293 vatio hr
kilovatio hora (kv hr) = 3.60 X 108 julios = 860.0 kcal = 3413 Btu

electrén voltio (ev) = 1,602 X 10_‘9julios

vatio = 1 julio/seg =107 ergios /seg = 0.2389 cal /seg
caballo de fuerza (hp) = 550 pie Ibf /seg = 33.000 pie [bf/min = 745.7 vatios
kilovatio (kv) = 1,341 hp = 737.6 pie Ibf /seg = 0,9483 Btu /seg

nt m2 = 10 dinas /em* = 9.869 X 10~¢ atmésfera = 2,089 X 1072 Ibf/ pie?

1bf /pulg? = 6895 nt/m? = 5.171 cm de mercurio = 27.68 pulg agua

atmésfera (atm) = 1,013 X 10% nt /m? = 1,013 x 10® dinas /em? = 14.70 Ibf/pulg? = 76 cm
de mercurio = 406.8 pulg agua

192



Parte |1

TABLAS



LOGARITMOS COMUNES

1. Hallese log 2,36,

Necesitamos encontrar el nimero p tal que 10?7 = 2,36 = N. Puesto que 10° == 1 y10! = 10, ® se encon-
trard entre 0 y 1 y su valor se podra hallar en las tablas de logaritmos comunes, pagina 202.

Asi pues, para encontrar log 2,36 buscamos de arriba hacia abajo en la columna de la_izquierdo encabezada
con una N hasta que encontremos los dos primeros digitos, 23. Luego proseguimos hacia:la derecha hasta en-
_contrar el ndmero 3729 en la columna encabezada con el nimero 6. Entonces tenemos que log 2,36 = 0.3729, 0
sea que 236 = 1098729,

2. Héllese (@) log 23.6, (b) log 236, (c) log 2360.
Por el problema 1 sabemos que 2,36 = 100872 Entonces, mulip'icando sucesivamente por 10, tenemos

23,6 = 1013728, 2 3 6 = 1025729, 933( = 103,5729
Asi que
(@) log 236 = 1,3729
(6) log 236 = 23729

(c) log 2360 = 38,3729,
El nimero 0.3729 que hemos tomado de la tabla, se Ilama mantisa del logaritmo. El nimero que queda

antes de la coma es la caracteristica Asi por ejemplo, en (b) la caracteristica es 2.
La regla siguiente es util y de fécil comprension.

Regla 1. La caracteristica de un ndmero mayor que 1 es igua a numero de digitos antes de la coma menos
uno. Por ejemplo, puesto que 2360 tiene cuatro digitos antes de la coma, la caracteristica serd
4—1=3.

3. Héllese (a) log 0,236, (b) log 0,0236, (c) log 0,00236.
Por el problema 1 sabemos que 2,36 = 1008729 Entonces, dividiendo sucesivamente por 10 tenemos,
0,236 = 1003729—1 — 1(9,3729—-10 — 10-0,6271
0,0236 100,3720-2 — ](8,3729—10 = ](—1,6271

0,00236 = 1003729-3 = 1(7,3720—-10 = 1028271

Entonces

(@) log 0,236 = 9,3729 = 10 = -0.6271
(b) log 0,0236 = 83729 = 10 = -1.6271
(c) log 0,00236 = 73729 — 10 = —2,6271

El ndmero 0.3729 es la mantisa del logaritmo. El nimero que acompafia a la mantisa [tales como: 9 = 10,
8 10,6 7 — 10] es la caracteristica.

La regla siguiente es (til y de facil comprension.

Regla 2. La caracteristica de un nimero positivo menor que | tiene signo negativo y su valor numérico es

igual al nimero de ceros que siguen inmediatamente después de la coma mas uno. Asi por eemplo:
puesto que 0,00236 tiene dos ceros que van después de la coma, la caract eristica serd -3 6 lo que es

lo mismo, 7— 10.
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4. Verifiquese cada uno de los siguientes logaritmos.
(a) log 87,2. Mantisa = 0.9405, caracteristica = 1; entonces log 87,2 = 1.9405.
(b) log 395.000 = 5.5966.
(¢) logy40,0482. Mantisa = 0.6830, caracterfstica = 8 — 10; entonces log,(0,0482 = 8,6830 — 10.
(d) log 0,000827 = 6,9175 = 10.
5. Hallese log 4,638.
Puesto que el numero tiene cuatro digitos, tenemos que interpolar para hallar la mantisa. La mantisa de

log 4638 se encuentra entre las mantisas de log 4630 y de log 4646 y es mayor que la mantisa del primero en 0.8
veces la diferencia entre las dos mantisas.

Mantisa de log 4640 = 0,6665 Mantisade log4,638 = 0,6656 + (0,8) (0,0009)
Mantisa de log 4630 = (,6656 = {,6662 hasta la cuarta cifra
Diferencia tabular = 0,0009 Entonces log 4,638 = 0.6663

Si asi se desea, puede emplearse la tabla de partes proporcionales de la pagina 202 para obtener directamente
la mantisa (6656 + 7),

6. Verifiquese cada uno de los siguientes logaritmos.
(@) log 1832 = 2,2630 (2626 + 6)
(b) log87,640 = 4,9427 (9426 + 2)

(c) log0,2548 =9.4062 = 10 (4048 + 14)
(d) 1og0,009848 = 7,933 = 10 (9930 + 3)

ANTILOGARITMOS COMUNES
7. Hallese (g) antilog 1,7530, (b) antilog (7,7530 ~— 10).

(a) Tenemos que encontrar el valor de101.7530 puesto que la mantisa es {,7530 miramos de arriba hacia abajo
en la columna de la izquierda encabezada con una p en la‘tabla de la pagina 205 hasta que encontramos los
dos primeros digitos, 75. Luego proseguimos hacia lg derecha hasta encontrar el nimero 5662 en la colum-
na encabezada con un 3. Puesto que la caractetistica es 1, esto quiere decir que hay dos digitos antes de la
coma. Entonces el nimero buscado sera 56.62.

(b) Al igual que en (a) encontramos otra vea el ndmero 5662 que corresponde a la mantisa {,7530, Entonces,
puesto que la caracteristica es 7 =~ 10, el nimero tendra que tener dos ceros inmediatamente después de la
coma. Por lo tanto el nimero buscado sera 0.005662.

8. Hallese antilog (9,3842 = 10).
La mantisa 0.3842 se encuentra entre 0,3840 y 0,3850 por lo cual tenemos que interpolar. [)e acuerdo con la
tabla de la pagina 204 tenemos,

Numero correspondiente g 0,3850 = 2427 Mantisa dada = 0,3842
Numero correspondiente a 00,3840 = 2421 Mantisa menor mas préxima = 0.3840
Diferencia tabular = 6 Diferencia = 0.0002

Entonces 2421 + 125 (2427 = 2421) == 2422 hasta la cuarta cifra, luego el -nimero buscado serd (,2422.

Este problema podria resolverse igualmente con ayuda de la tabla de partes proporcionales de la pagina 204.

9. Verifiquese cada uno de los siguientes antilogaritmos.
(a) antilog 2,6715 = 469.3

(&) antilog 9,6089 — 10 = 0.4063
(e) antilog 4.2023 = 15930
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CALCULOS QUE SE PUEDEN EFECTUAR MEDIANTE EL EMPLEO DE LOGARITMOS

0. p = @512‘2‘;’:;__0‘!3_“. log P = log 7846 t log0,0431— log 28.23.

log 784,6 = 2.8947

(+) log0,0431 =  8.6345 = 10
11,5292 — 10
(—) log 28,23 = 1,4507
log P = 10,0785 ~ 10 = 0.0785. Luego P = 1,198.

Notese el caracter exponencial del anterior computo, es decir:

(784,6)(0,0431)  (102.8947)(108.6345-10)
s

9893 1028947 +8,6345—10—1,4507 = 100785 — 1198

o
1]

(58958, log P = 8 log 5,395 = 8(0,7320) = 58560, y P = 717.800.
12. P = y3872 = (387,2)1/2, logP = ?}log387,2: %(2,5879) = 1.2940 y P = 19.68.

13. P = \5/0,08317 = (0083175, logP = } 10g0,08317 = 1(8,9200 - 10) = 1(489200 50) = 9,7840 — 1)
Y P =0,6081.
1/0,003654 (18,37)3
4. P = ﬁ(—) og P = 1 1og0,003654 & 3 log 18,37 — (4 log 8,724 + } log 743,8)
@724y /7438 "
Numerador N Denominador D
} log0,003654 = }(7,5628 = 10) 4 log8,724 = 4(0,9407) = 37628
= }(17,5628 — 20) = 87814=10  } log743,6 = }(28714) = 0,7178
3log 18,37 = 3(1.2641) = 87923 - Sumando: logD = 4,4806
Sumando: logN = 125737-10

log N = 12,5737 = 10
(—) logD = 4.4806
log P 8,0931 = 10. Entonces P = 0,01239

LOGARITMOS NATURALES 0 NEPERIANOS
15. Hallese {a) In 7,236, (b) In 836,2, {c) In 0,002548

{a) Empléese la tabla de la pagina 225.

In 7,240 = 1,97962
In 7,230 = 1,97824
Diferencia tabular = 0,00138
Entonces In 7236 = 1,97824 + £(0,00138) = 1,97907

Lo anterior, expresado en exponenciales, significa que e!.97907 = 7236,

() Al igual que en la parte {g), encontramos lo siguiente:

In 8362 = 212346 + $2.12465 — 2,12346) = 212370
Entonces

In 8362 = In (8,362 x 102) = log 8,362 + 2 In 10 = 212370 + 460517 = 672887
Lo anterior, expresado en exponenciales, significa que ¢6,72887 = 836,2.
(c) Al igual que en la parte (3} encontramos lo siguiente:
In 2548 = 093216 + £:(0,93609 ~ 0,93216) = 0,93530

Entonces
In 0,002548 = In (2,548 X 10-3) = In2548 — 3 In 10 = 0,93530 ~ 6,90776 = -6.97246

Lo anterior, expresado en exponenciales, significa que e~ 39726 — ( 002548.
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FUNCIONES TRIGONOMETRICAS (GRADOS Y MINUTOS)
16. Hallese (g} sen 74°23". (b) cos 35°42', (c) tan 82'56',

(a) Véase la tabla de la pagina 206.
sen 74°30" = (19636

sen T4°20’ = 0,9628
Diferencia tabular = 0,0008

Entonces sen 74°23' = 0,9628 { ~(0.0008) = 0.9630

(b) Véase la tabla de la pagina 207.
cos 35°40’ = 0,8124

cos 35°50" = 0,8107
Diferencia tabular = 0.0017

Entonces cos 3542 = 08124 — .2:0,0017) = 0,812]
0 cos 35°42' = 0.8107 + 1_536(0,0017) = 0,8121

{c) Véase la tabla de la pagina 208.
tan 82°60’ = tan83°0" = 8.1443

tan 82°50’ = 17,9530
Diferencia tabular = 0,1913
Entonces tan 82°56’ = 7.9530 + %(0,1913) = 8,0678

17. Hallese (@) cot 45°16', (b) sec 73°48', () cse 28933'.
(a) Véase la tabla de la pagina 209.
cot 45°10’ = 0.9942
cot 45020° = 0,9884
Diferencia tabular = 0,0058

Entonces cot 45°16’ = 0.9942 _1%(0,0058) = (,9907
0 cot 45°16’ = 0.9884 + ﬁ(0,0058) = 0,9907

(b) Véase la tabla de la pagina 210.
sec 73°50’ = 3,592
sec 73°40' = 3,556
Diferencia tabular = 0,036

Entonces sec 73°48" = 3,556 + £(0,036) = 3,585
(¢} Véase la tabla de la pagina- 211.

cse 28930/ = 2,096
csc 28°40° = 2,085

Diferencia tabular = 0,011

Entonces cse 28°33” = 2,096 T-*‘;(O,Oll) = 2,093

0 csc 28°33" = 2,085 + IiO(O,Oll) = 2,093
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FUNCIONES TRIGONOMETRICAS RECIPROCAS (GRADOS Y MINUTOS)
18. Hallese (a) sen~1(0,2143), (b) cos~1(0,5412),(¢c) tan—1 (1.1536).
{a) Véase la tabla de la pagina 206.
sen12°30’ = (,2164
sen 12°20’ = 0,2136
Diferencia tabular = 0,0028

Puesto 0,2143 se encuentra a 0.2143 0,2136
que _—

0.0028 _ 4 de la diferencia :entre (,2136 v 0.2164, el angulo bus

cado sera 12720 + }(10') = 12'22,5".

(b} Véase la tabla de la pagina 207.
cos 57°10" = 0,5422
cos 57°20' = (,5398
Diferencia tabular = (,0024

Entonces cos—1 (05412) = 57020 — BH412—05398 00— groyy 9
0.0024
0,5422 — 0,5412
cos—1 (0.5412) = 019" + 222 T L(107) = 57°14,27
o ( ) = 57°10 0.0024 (10') = 57°14,2

(¢) Véase la tabla de la pagina 208.
tan 49°10° = 1,1571
tan 49°0’ = 1.1504
Diferencia tabular = 0,0067
_ — 1,1536 — 1,1504 (10) ,
Ent tan—! (1,1536) = 49°0’ + 7 = 49948
ntonces ( ) 0.0067

Se procede de manera similar con las otras funciones trigonométricas reciprocas.

FUNCIONES TRIGONOMETRICAS Y TRIGONOMETRICAS RECIPROCAS (RADIANES)
19. Hallese (a) sen (0,627), (b) cos (1,056). (c) tan (0,153).
{a) Véase la tabla de la pagina 213.
sen (0,630) = 0.58914

sen (0,620) 0,58104
Diferencia tabular = 0,00810

Entonces sen (0,627) = 0,58104 + 1"_0(0,00810) = 0.58671

(b) Véase la tabla de la pagina 214.
€08 (1,050) = u,49757
€0s (1,060 0,48887
Diferencia tabular = (,00870

Entonces 0§ (1,056) = 0,49757 — -E.(0,00870) = 0,49235
0 cos (1,056) = (,48887 + .£(0,00870) = 0.49235

(¢) véase la tabla de la pagina 212.
tan (0,160) = 0,16138
tan (0,150) = 0.15114
Diferencia tabular = 0.01024

Entonces tan (0,153) = 0,15114 {%(091024) = 0,15421

Se procede en forma similar con las otras funciones trigonométricas.
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20. Hallese sen-1 (0,512) en radianes.

Véase la tabla de la pagina 213.
sen (0.5401 = 0,51414

sen (0,530) — 0,50553
Diferencia tabular = 0.00861

0,512 == 0.50563

Entonces sen-1 (0,512) = 0,530 +
¢ ) 0,00861

0,01) = 0,5375 radianes

Se procede en forma similar co” las otras funciones trigonométricas reciprocas.

LOGARITMOS COMUNES DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS
21. Hallese (a) log se” 63°17, (b) log cos 48°44’,

(a) Véase la tabla de la pagina 217.
log sen $3°20' = 9,9512 = 10
log se” $3°10 = 9,9505 ~ 10
Diferencia tabular = (,0007
Entonces log sen 63°17" = 9,9505 = 10 + J1.(0,0007) = 9.9510 = 10
(b) Véase la tabla de la pagina 219.
log cos 48°40' = 9,8198 = 10
log cos 48°50’ = 9,8184 ~ 10
Diferencia tabular = _0,0014

Entonces log coa 48°44’ = 9.8198 =10 -~ £.(0,0014) = 9,8192 - 10
0 log cos 48°44' = 9.8184 ~ 10 + _6 (0,0014) = 9.8192 — 10

Se procede en forma similar para hallar los logaritmos de las otras funciones trigonométricas. Obsérvese que
log sec z = —log cos %, log cot 2 = —log tan «, log ¢sc x = —log sen &,

22. Silogtan x = 9,6845 = 10, hallese x.
Véase la tabla de la pagina 220.
log tan 25°50° = 9,6850 =~ 10
log tan 25°40" = 9.6817 10
Diferencia tabular = 0,0033

9,6845 — 9,6817
Entonces = 95%40’ + Z— " (10') = 25°485’
r = 25°40 a0 (109

CONVERSION DE GRADOS, MINUTOS Y SEGUNDOS EN RADIANES
23. Conviértase 75°28'47"" en radianes.
Véase la tabla de la pagina 223.
1,221730 radianes
0,087267
20’ = 0,005818
8 = 0,002327
40" = 0,000194
77 = 0,000034
Sumando, 75° 28’ 47" = 1,317370 radianes
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CONVERSION DE RADIANES EN GRADOS, MINUTOS Y SEGUNDOS
24.  Conviértase 2,547 radianes en grados, minutos ¥ segundos.

Véase la tabla de la pagina 222.

2 radianes = 114° 35’ 296"

0.5 = 28° 38 524
0,04 = 2917 306"
0,007 = 0° 24" 39"
Sumando, 25547 radianes = 144° 114' 1165" = 145° 55' 565"

CONVERSION DE RADIANES EN FRACCIONES DE GRADO
25. Conviértase 1,382 radianes en grados.

Véase la tabla de la pagina 222.

1 radian = 57,2958°
0.3 = 17,1887°
0,08 = 4,5837°
0,002 = 0,1146°

Sumando, 1,382 radianes = 79,1828°

FUNCIONES HIPERBOLICAS Y EXPONENCIALES
26. Hillese (a) €524, (b) e—01s8,

(@) Véase la tabla de la pagina 226.

€530 = 200,34
520 = 181,27
Diferencia tabular = 19,07
Entonces €524 = 181.27 + 1—46(19,07) = 188,90

(b) Véase la tabla de la pégina 227.
e~W50 = 0.86071
e—0160 —=(.85214
Diferencia tabular = 0,00857
e~ 0158 = 0,86071 +%10.00857) = 0,85385
e~ 0438 = 085214 + 12.(0,00857) = 0.85385

Entonces

o

27. Hallese (a) senh (4,846). (b) sech (0,163).

{@) Véase la tabla de la pagina 229.
senh (4,850) = 63,866
senh (4,840) = 63,231
Diferencia tabular = 0,635

Entonces senh (4,846) = 4,840 + £0,635) = 6,221

(b) Véase la tabla de la pagina 230.
cosh (0,170) = 1,0145
cosh (0,160) = 1,0128
Diferencia tabular = 0,0017

Entonces cosh (0.163) = 1.0128 + {*5(0,0017) = 1.0133

¥ por lo tanto sech 0.163) = coshl(o ) 101133 = 058687
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Héllese tanh —1(0,71423).

Véase la tabla de la péagina 232.
tanb (0,900) = 0.71630

tanh (0,890) = 0.71139
Diferencia tabular = 0,00491

0,71423 —0,71139

-1 Y = —
Entonces tanh- 1(0,71423) = 0,890 + 0.00491

(10) = 0,8958

INTERESES Y ANUALIDADES

29.

30.

31.

32.

Un hombre deposita en el banco $2800 a un interés compuesto del 5% capitalizable trimestramente. ¢Cudl serd
la cantidad acumulada a cabo de 8 afios?

Hay un total de n =8+4= 32 periodos de pago a la tasa de interés de r = 0,05/4 = 0,0125 por cada perio-
do. Por consiguiente el monto sera de
A = $2800(1+0,0125)32 = $2800(1,4881) = $4166,68
de acuerdo con los datos obtenidos en la tabla de la pagina 240.
Un hombre desea reunir $12.000 al cabo de 10 afios. ;Cuénto dinero tendrd que colocar 8 una tasa de interés
compuesto del 6% capitalizable semestralmente?
El problema nos pide hallar el valor actual P que, al cabo de 10 afios, ascenderd a la cantidad de M = $12.000.

Puesto que hay un total de n.= 10+2 = 20 periodos de pago a |a tasa de interés de r = 0,06/2 = 0,03
por cada periodo, el valor presente serd de

P= $12.000(1 + 0,03)-20 = $12,000(0,55368) = $6644,16
de acuerdo con la tabla de la pagina 241.

Un hombre invierte $500 anuales al final de cada afio. Si la tasa de interés compuesto es del 49, y los intereses
son capitalizables anualmente, ;a cuanto ascendera la cantidad acumulada a cabo de 20 afios?

En este caso r = 0,04, n = 20 y la cantidad acumulada serd4 de [véase la tabla de la pagina 242},

20
$500 [(1"%0__(‘3_—1] = $500(29,7781) - $14.889,05

¢ Cudl es el valor presente de una serie uniforme de pagos de $120 cada uno hechos a fina de cada periodo de
3 meses durante 12 afios al 6% de interés compuesto capitalizando los intereses trimestralmente?

En este caso hay fi = 4 v 12 = 48 periodos de pago, r = 0,06/4 = 0,015 y €l valor presente es de

$120[1- 1015)—“1 = $120(34.0426) = $4085,11

0,015
de acuerdo con la tabla de la pagina 243.



TABLA

N 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 Partes proporcional es
1 2 3 4 5 6 7 8 9

LO | 0000 0043 0086 0128 0170 | 0212 0253 0294 0334 0374 |4 3 12 17 21 25 29 33 37
11 | 0414 0453 0492 0531 0569 | 0607 0645 0632 0719 0755 |4 3 Il 15 19 23 26 30 34
12 | 0792 0323 0364 0399 0934 | 0969 1004 1033 1072 1106 |3 7 10 14 17 21 24 23 31
13 | 1139 1173 1206 1239 1271 | 1303 1335 1367 1399 1430 (3 6 10 13 16 19 23 26 29
14 | 1461 1492 1523 1553 1534 | 1614 1644 1673 1703 1732 |3 6 9 12 15 13 21 24 27
15 1761 1790 1313 1347 1375 1903 1931 1959 1937 2014 36 311 14 17 20 22 25
16 | 2041 2063 2095 2122 2143 | 2175 2201 2227 2253 2279 |3 5 3 Il 13 16 13 21 24
17 | 2304 2330 2355 2330 2405 | 2430 2455 2430 2504 2529 (2 5 7 10 12 15 17 20 22
13 | 2553 2577 2601 2625 2643 | 2672 2695 2713 2742 2765 | 2 5 7 9 12 14 16 19 21
19 | 2733 2310 2333 2356 2373 | 2900 2923 2945 2967 2939 |2 4 7 9 Il 13 16 13 20
20 | 3010 3032 3054 3075 3096 3113 3139 3160 3131 3201 |2 4 6 3 Il 13 15 17 19
21 | 3222 3243 3263 3234 3304 3324 3345 3365 3335 3404 | 2 4 6 3 10 12 14 16 13
22 | 3424 3444 3464 3433 3502 3522 3541 3560 3579 3593 | 2 4 6 3 10 12 14 15 17
23 | 3617 3636 3655 3674 3692 | 3711 3729 3747 3766 3734 [2 4 6 7 9 Il 13 15 17
24 | 3302 3320 3333 3356 3374 | 3392 3909 3927 3945 3962 |2 4 5 7 9 11 12 14 16
25 | 3979 3997 4014 4031 4043 | 4065 4082 4099 4116 4133 |2 3 5 7 9 10 12 14 15
26 4150 4166 4133 4200 4216 4232 4249 4265 4231 4293 23 57 3 10 Il 13 15
27 | 4314 4330 4346 4362 4373 | 4393 4409 4425 4440 4456 | 2 3 6 6 3 9 Il 13 14
23 4472 4437 4502 4513 4533 4543 4564 4579 4594 4609 2 3 56 3 9 11 12 14
29 | 4624 4639 4654 4669 4633 | 4693 4713 4723 4742 4757 |1 3 4 6 7 9 10 12 13
30 | 4771 4736 4300 4314 4329 | 4343 4357 4371 4336 4900 13 46 7 9 10 Il 13
31 | 4914 4923 4942 4955 4969 | 4933 4997 5011 6024 5033 [ 1 3 4 6 7 3 10 Il 12
32 5051 6065 5079 5092 5105 5119 5132 5145 6159 5172 1 3 4 85 7 8 911 12
33 | 6135 6193 5211 5224 5237 5250 5263 5276 6239 6302 1 3 4 5 6 3 91012
34 | 5316 5323 6340 5353 5366 5373 6391 5403 6416 5423 1 3 4 5 6 3 91011
35| 6441 6453 5465 6473 5490 | 5602 5514 6527 6539 6551 [ 1 2 4 6 6 7 9 10 11
36 [ 5563 6675 5537 5599 5611 | 5623 6635 5647 5653 5670 [ 1 2 4 5 6 7 8 10 11
37 | 5632 6694 5705 6717 5729 | 6740 5752 5763 5775 5786 [ 1L 2 3 5 6 7 3 9 1 O
33 [ 6793 5309 6321 5332 5343 | 5355 6366 5377 6333 6399 123567 3910
39 | 5911 6922 6933 5944 5955 | 5966 6977 5933 6999 6010 123 457 3910
40 | 6021 6031 6042 6053 6064 | 6075 6035 6096 6107 6117 1 23 456 3910
41 | 6123 6133 6149 6160 6170 | 6130 6191 6201 6212 6222 12 3 4 5 6 7 3 9
42 | 6232 6243 6253 6263 6274 | 6234 6294 6304 6314 6325 12 3 4 5 6 73 9
43 | 6335 6345 6355 6365 6375 | 6335 6395 6405 6416 6425 12 3 4 5 763 9
44 | 6435 6444 6454 6464 6474 6434 6493 6503 6513 6522 12 3 4 5 6 7 3 9
45 6632 6642 6551 6561 6571 6530 6590 6599 6609 6613 1 2 3 45 6 7 3 9
46 | 6623 6637 6646 6656 6665 6675 6684 6693 6702 6712 12 3 4 5 6 7 7 3
47| 6721 6730 6739 6749 6753 | 6767 6776 6735 6794 6303 ( 12 3 4 5 5 6 7 3
43| 6312 6321 6330 6339 6343 | 6357 6366 6375 6334 6393 12 3 4 4 5 6 7 3
49| 6902 6911 6920 6923 6937 | 6946 6955 6964 6972 6931 12 3 4 4 5 6 7 3
50 [ 6990 6993 7007 7016 7024 7033 7042 7050 7059 7067 12 3 3 4 5 6 7 3
50 [ 7076 7034 7093 7101 7110 | 7113 7126 7135 7143 7152 12 3 3 4 5 6 7 3
52 | 7160 7163 7177 7135 7193 7202 7210 7213 7226 7235 12 2 3 4 5 6 7T 1
53| 7243 7251 7259 7267 1275 7234 7292 7300 7303 7316 1 2 2 3 4 5 6 6 7
54| 7324 7332 7340 7346 7356 | 7364 7372 7330 7383 7396 [ 1 2 2 3 4 5 6 6 7
N 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 12 3 4 5 6 7 3 9

202




N 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 Partes proporcionales

1 2 3 4 5 6 7 8 9
55 | 7404 7412 7419 7427 1435 T443 7461 7469 7466 7474 1 2 2 3 4 5 6 6 7
56 7482 7490 7497 7505 7513 7520 7528 7536 7543 7551 1 2 2 3 4 5 5 6 7
57 | 7559 7566 7574 7582 7589 7597 7604 7612 7619 7627 1 2 2 3 4 5 5 6 7
58 7634 7642 7649 7657 7664 7672 7679 7686 7694 7101 I 1 2 3 4 4 6 6 7
59 7709 7716 7723 7731 7738 | 7745 7752 7760 7767 7774 I 1 2 3 4 4 5 6 7
60 | 7782 7789 7796 7803 7810 7818 7825 7832 7839 7846 Il I 2 3 4 4 5 6 6
61 7853 7860 7868 7875 7882 7889 7896 7903 7910 7917 1 12 3 4 4 5 6 6
62 | 7924 7931 7938 7945 7952 7959 7966 7973 7980 7987 1 2 3 4 5 6 6
63 | 7993 8000 8007 8014 8021 8028 8035 8041 8048 8055 1 4+ 2 3 3 4 5 5 6
64 8062 8069 8075 8082 8089 8096 8102 8109 8116 8122 Il 1 2 3 3 4 5 5 6
65 | 8129 8136 8142 8149 8156 8162 8169 8176 8182 8189 I 1 2 3 3 4 6 6 6
66 | 8195 8202 8209 8215 8222 8228 8235 8241 8248 8254 Il 1 2 3 3 4 5 5 6
67 | 8261 8267 8274 8280 8287 8293 8299 8306 8312 8319 1 1 2 3 3 4 5 5 6
68 | 8325 8331 8338 8344 8351 8357 8363 8370 8376 8382 I 1 2 3 3 4 4 6 6
69 8388 8395 8401 8407 8414 8420 8426 8432 8439 8445 I 1 2 2 3 4 4 6 6
70 8451 8457 8463 8470 8476 | 8482 8488 8494 8500 8506 11 2 2 3 4 4 5 6
71 8513 8519 8525 8531 8537 8543 8549 8555 8561 8567 Il 1 2 2 3 4 4 5 5
72 | 8573 8579 8585 8591 8597 8603 8609 8615 8621 8627 1 1 2 2 3 4 4 5 6
73 | 8633 8639 8645 8651 8657 8663 8669 8675 8681 8686 1 2 2 3 4 4 5 5
74 | 8692 8698 8704 8710 8716 | 8722 8727 8733 8739 8745 1 1 2 2 3 4 4 5 5
75 8751 8756 8762 8768 8774 8779 8785 8791 8797 8802 1 1 2 2 3 3 4 5 5
76 8808 8814 8820 8825 8831 8837 8842 8848 8854 8859 1 1 2 2 3 3 4 5 5
77 8865 8871 8876 8882 8887 | 8893 8899 8904 8910 8915 1 1 2 2 3 3 4 4 5
78 8921 8927 8932 8938 8943 8949 8954 8960 8965 8971 11 2 2 3 3 4 4 6
79 | 8976 8982 8987 8993 8998 9004 9009 9015 9020 9025 1 1 2 2 3 3 4 45
80 | 9031 9036 9042 9047 9053 9058 9063 9069 9074 9079 I 1 2 2 3 3 4 4 6
81 | 9085 SOSO 9096 9101 9106 9112 9117 9122 9128 9133 11 2 2 3 3 4 4 5
82 9138 9143 9149 9154 9159 9165 9170 9175 9180 9186 11 2 2 3 3 4 4 5
83 9191 9196 9201 9206 9212 9217 9222 9227 9232 9238 1 1 2 2 3 3 4 4 5
84 | 9243 9248 9253 9258 9263 9269 9274 9279 9284 9289 11 2 2 3 3 4 4 5
85 9294 9299 9304 9309 9315 9320 9325 9330 9335 9340 11 2 2 3 3 4 4 5
86 9345 9350 9355 9360 9365 9370 9375 9380 9385 9390 12 2 3 3 4 4 5
87 9395 9400 9405 9410 9415 9420 9425 9430 9435 9440 0O 1 1 2 2 3 3 4 4
88 9445 9450 9455 9460 9465 9469 9474 9479 9484 9489 o 1 1 2 2 3 3 4 4
89 | 9494 9499 9504 9509 9513 9518 9523 9528 9533 9538 0o 1 1 2 2 3 3 4 4
90 9542 9547 9552 9557 9562 9566 9571 9576 9581 9586 0 1 1 2 2 3 3 4 4
91 9590 9595 9600 9605 9609 9614 9619 9624 9628 9633 0 1 1 2 2 3 3 4 4
92 | 9638 9643 9647 9652 9657 9661 9666 9671 9675 9680 0 1 1 2 2 3 3 4 4
93 | 9685 9689 9694 9699 9703 9708 9713 9717 9722 9727 0 1 1 2 2 3 3 4 4
94 | 9731 9736 9741 9745 9750 9754 9759 9763 9768 9773 0 1 1 2 2 3 3 4 4
95 9777 9782 9786 9791 9795 9800 9805 9809 9814 9818 o 1 1 2 2 3 3 4 4
96 | 9823 9827 9832 9836 9841 9845 9850 9854 9859 9863 0o 1 1 2 2 3 3 4 4
97 9868 9872 9877 9881 9886 9890 9894 9899 9903 9908 0O 1 1 2 2 3 3 4 4
98 | 9912 9917 9921 9926 9930 9934 9939 9943 9948 9952 0o 1 1 2 2 3 3 4 4
99 | 9956 9961 9965 9969 9974 9978 9983 9987 9991 9996 0o 1 1 2 2 3 3 3 4
N 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 2 3 4 5 6 7 8 9
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0,0(

01
0,02
0,03
0,04

0.05
0. 06
0.07
0.08
0,09

0,1(
0,11
0.12
0.13
0.14

0.15
0,16
0,17
0.16
0,19

0,2(
0.21
0,22
0.23
0,24

0,25
0.26
0,27
0.28
0,29

0,3(
0,31
0.32
0,33
0,34
0,35
0,36
0.37
0.38
0.39

0,4(
0,41
0,42
0.43
0,44

0.45
0,46
0,47
0,48
0,49

Partes proporcionales

0 12 3 4 5 6 T 8 9 |4 5 34567809
1000 1002 1005 1007 1009 | 1012 1014 1016 1019 1021 | O O 1 1 1 1 2 2 2
1023 1026 1028 1030 1033 | 1035 1038 1040 1042 1045 | 0O O 1 1 1 1 2 2 2
1047 1050 1052 1054 1057 | 1059 1062 1064 1067 1069 | O 011 2 2
1072 1074 1076 1079 1081 | 1084 1086 1089 1091 1094 [0 o0 1 1 1 1 2 2 2
1096 1099 1102 1104 1107 | 1109 1112 1114 1117 1119 |0 1 1 1 1 2 2 2 2
1122 1125 1127 1130 1132 | 1135 1138 1140 1143 1146 |0 1 1 1 1 2 2 2 2
1148 1151 1153 1156 1159 | 1161 1164 1167 1169 1172 | 0 1 1 1 1 2 2 2 2
1175 1178 1180 1183 1186 | 1189 1191 1194 1197 1199 |0 1 1 1 1 2 2 2 2
1202 1205 1208 1211 1213 | 1216 1219 1222 1225 1227 | O 1 1 1 1 2 2 2 3
1230 1233 1236 1239 1242 | 1245 1247 1250 1253 1256 | 0 1 1 1 1 2 2 2 3
1259 1262 1265 1268 1271 | 1274 1276 1279 1282 1285 | O 1 1 1 1 2 2 2 3
1288 1291 1294 1297 1300 | 21303 1306 1309 1312 1315 |0 1 1 1 2 2 2 2 3
1318 1321 1324 1327 1330 | 1334 1337 1340 1343 1346 |0 1 1 1 2 2 2 2 3
1349 1352 1355 1358 1361 | 1365 1368 1371 1374 1377 |0 1 1 1 2 2 2 3 3
1380 1384 1387 1390 1393 | 1396 1400 1403 1406 1409 |0 1 1 1 2 2 2 3 8
1413 1416 1419 1422 1426 | 1429 1432 1436 1439 1442 |0 1 1 1 2 2 2 3 3
1445 1449 1452 1455 1459 | 1462 1466 1469 1472 1476 | 0 1 1 1 2 2 2 3 3
1479 1483 1486 1489 1493 | 1496 1F00 1503 1507 1510 |0 1 1 1 2 2 2 3 3
1514 1517 1521 1524 1528 | 1531 535 1538 1542 1545 | 0 1 1 1 2 2 2 3 3
1549 1552 1556 1560 1563 | 1567 4570 1574 1578 1581 | 0 1 1 1 2 2 3 3 3
1585 1589 1592 1596 1600 | 1603 1607 1611 1614 1618 | 0 1 1 1 2 2 3 3 3
1622 1626 1629 1633 1637 | 1641 1644 1648 1652 1656 | 0 1 1 2 2 2 8 3 8
1660 1663 1667 1671 1675 | 1679 1683 1687 1690 1694 [ 0 1 1 2 2 2 8 3 3
1698 1702 1706 1710 1714 | 1718 1722 1726 1730 1734 | 0 1 1 2 2 2 3 3 4
1738 1742 1746 1750 1754 | 1758 1762 1766 1770 1774 | 0 1 1 2 2 2 3 3 4
1778 1782 1786 1791 1795 | 1799 1803 1807 1811 1816 | 0 1 1 2 2 2 8 3 4
1820 1824 1828 1832 1837 | 1841 1845 1849 1854 1858 [ 0 1 1 2 2 3 3 3 4
1862 1866 1871 1875 1879 | 1884 1888 1892 1897 1901 [ 0O 1 1 2 2 3 3 3 4
1905 1910 1914 1919 1923 | 1928 1932 1936 1941 1945 | 0 1 1 2 2 3 3 4 4
1950 1954 1959 1963 1968 | 1972 1977 1982 1986 1991 | 0 1 1 2 2 8 3 4 4
1995 2000 2004 2009 2014 | 2018 2023 2028 2032 2037 | 0 1 1 2 2 3 3 4 4
2042 2046 2051 2056 2061 | 2065 2070 2075 2080 2084 | 0 1 1 2 2 3 3 4 4
2089 2094 2099 2104 2109 | 2113 2118 2123 2128 2133 | 0 1 1 2 2 3 3 4 4
2138 2143 2148 2153 2158 | 2163 2168 2173 2178 2183 [ 0 1 1 2 2 3 3 4 4
2188 2193 2198 2203 2208 | 2213 2218 2223 2228 2234 | | | 2 2 3 3 4 4 6
2239 2244 2249 2254 2259 | 2065 2270 2275 2280 2286 | | | 2 2 3 3 4 4 5
2291 2296 2301 2307 2312 2317 2323 2328 2333 2339 I 1 2 2 3 3 4 4 5
2344 2350 2355 2360 2366 | 2371 2377 2382 2388 2393 | | | 2 2 3 3 4 4 5
2399 2404 2410 2415 2421 | 2427 2432 2438 2443 2449 | | | 2 2 3 3 4 4 5
2455 246U 2466 2472 2477 | 2483 2489 2495 2500 2506 | | | 2 2 3 3 4 5 5
2512 2518 2523 2529 2535 | 2541 2547 2553 2559 2564 [ 2 2 3 4 4 5 5
2570 2576 2582 2588 2594 | 2600 2606 2612 2618 2624 | | | 2 2 3 4 4 5 5
2630 2636 2642 2649 2655 | 2661 2667 2673 2679 2685 | | | 2 2 3 4 4 5 6
2692 2698 2704 2710 2716 | 2723 2729 2735 2742 2748 | | | 2 3 3 4 4 5 6
2754 2761 2767 2773 2780 | 2786 2793 2799 2805 2812 | | | 2 3 3 4 4 5 6
2818 2825 2831 2838 2844 | 2851 2858 2864 2871 2877 | | | 2 3 3 4 5 6 6
2884 2891 2897 2904 2911 | 2917 2924 2931 2938 2944 | | | 2 3 3 4 6 5 6
2951 2958 2965 2972 2979 | 2985 2992 2999 3006 3013 [ 1 1 2 3 3 4 5 5 6
3020 3027 3034 3041 3048 | 3055 3062 3069 3076 3083 | | | 2 3 4 4 6 6 6
3090 3097 3105 3112 3119 | 3126 3133 3141 3148 3155 | | | 2 3 4 4 5 6 6

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 2 3 45 6 7 8 9




0,50

10,51
10,52

10,54

0,55
0,56
0,57
0,58
0,59
0,6(
0,61
0.62
0,63
0,64

0,65
0,66
0,67
0.68
0,69

0,7¢
0,71
0.72
0,73
0,74

0.75
0,76
0,77
0,78
0.79
0.8
0,81
0.82
0,83
0,84

0.85
0.86
0,87
0,88
0,88

0,9
0,91
0,92
0,93
0,94

0,95
0. 96
0.97
0,98
0.99

Partes proporcionales

o 1 2 3 4 |5 6 7 8 9 | 5 4, S g g
3162 3170 3177 3184 3192 | 3199 3206 3214 3221 3228 1 2 3 4 4 5 6 7
3236 3243 3251 3258 3266 | 3273 3281 3289 3296 3304 2 2 3 45 5 6 7
3311 3319 3327 3334 3342 | 3350 3357 3365 3373 3381 2 2 3 4 5 5 6 1
3388 3396 3404 3412 3420 | 3428 3436 3443 3451 3459 2 2 3 45 6 6 7
3467 3475 3483 3491 3499 | 3508 3516 3524 3532 3540 2 2 3 4 5 6 6 1
3548 3556 3565 3573 3581 | 3589 3597 3606 3614 3622 2 2 3 4 5 6 1 17
3631 3639 3648 3656 3664 | 3673 3681 3690 3698 3707 [ . 2 3 3 4 5 6 7 8
3715 3724 3733 3741 3750 | 3758 3767 3776 3784 3793 1 2 3 3 456 7 8
3802 3811 3819 3828 3837 | 3846 3855 3864 3873 3832 [ . 2 3 4 4 5 6 7 8
3890 3899 3908 3917 3926 | 3936 3945 3954 3963 3972 [ 2 3 4 5 5 6 7 8
3981 3990 3999 4009 4018 | 4027 4036 4046 4055 4064 [ | 2 3 4 5 6 6 7 8
4074 4083 4093 4102 4111 | 1121 4130 4140 4150 4159 | | 2 3 4 5 6 7 8 9
4169 4178 4188 4198 4207 | 1217 4227 4236 4246 4256 | 1 2 3 4 5 6 7 8 9
4266 4276 4285 4295 4305 | 4315 4325 4335 4345 4355 [ 1 2 3 4 5 6 7 8 9
4365 4375 4385 4395 4406 | 4416 4426 4436 4446 4457 | 1 2 3 4 5 6 7 8 9
4467 4417 4487 4498 4508 | 4519 4529 4539 4550 4560 [ | 2 3 4 5 6 7 8 9
4571 4581 4592 4603 4613 | 4624 4634 4645 4656 4667 | 1 2 3 4 5 6 7 9 1 0
4677 4688 4699 4710 4721 | 4732 4742 4753 4764 4775 | 1 2 3 4 5 7 8 9 1 0
4786 4797 4808 4819 4831 | 4842 4853 4864 4875 4887 | 1 2 3 4 6 7 8 9 1 0
4898 4909 4920 4932 4943 | 4955 4966 4977 4989 5000 | 1 2 3 5 6 7 8 9 1 0
5012 5023 5035 5047 5058 | 5070 6082 5093 5105 5117 [ 1 2 4 5 6 7 8 9 1 1
5129 5140 5152 5164 5176 | 5188 5200 5212 5224 5236 | 1 2 4 5 6 7 8 10 11
5248 5260 5272 5284 5297 | 5309 5321 5333 5346 5358 | 1 2 4 5 6 7 9 10 11
5370 5383 5395 5408 5420 | 5433 5445 5458 5470 5483 | 1 3 4 5 6 8 9 10 11
5495 5508 5521 5534 5546 | 5559 5572 5585 5598 5610 [ 1 3 4 5 6 8 91012
5623 5636 5649 5662 567F | 5689 5702 5715 5728 5741 [ 1 3 4 5 7 8 91012
5754 5768 5781 5794 5808 | 5821 5834 5848 5861 5875 | 1 3 4 5 7 8 9 11 12
5888 5902 5916 5929 5943 | 5957 5970 5984 5998 6012 [ 1 3 4 5 7 8 10 Il 12
6026 6039 6053 6067 6081 | 6095 6109 6124 6138 6152 [ 1 3 4 6 7 8 10 11 13
6166 6180 6194 6209 6223 | 6237 6252 6266 6281 6295 [ 1 3 4 6 7 9 10 11 13
6310 6324 6339 6353 6368 | 6383 6397 6412 6427 6442 | 1 3 4 6 7 9 10 12 13
6457 6471 6486 6501 6516 | 6531 6546 6561 6577 6592 [ 2 3 5 6 8 9 11 12 14
6607 6622 6637 6653 6668 | 6683 6699 6714 6730 6745 [ 2 3 5§ 6 8 9 11 12 14
6761 6776 6792 6808 6823 | 6839 6855 6871 6887 6902 [ 2 3 5 6 8 9 11 13 14
6918 6934 6950 6966 6982 | 6998 7015 7031 7047 7063 | 2 3 5 6 8 10 11 13 15
7079 7096 7112 7129 7145 | 7161 7178 7194 7211 7228 [ 2 3 5 7 8 10 12 13 15
7244 ' 7261 7278 7295 7311 | 7328 7345 7362 7379 7396 [ 2 3 5 7 8 10 12 13 15
7413 7430 7447 7464 7482 | 7499 7516 7534 7551 7568 | 2 3 5 7 9 10 12 14 16
7586 7603 7621 7638 7656 | 7674 7691 7709 7727 7745 | 2 4 5 7 9 |l 12 14 16
7762 7780 7798 7816 7834 | 7852 7870 7889 7907 7925 | 2 4 5 7 9 11 13 14 16
7943 7962 7980 7998 8017 | 8035 8054 8072 8091 8110 [ 2 4 6 7 9 Il 13 15 17
8128 8147 8166 8185 8204 | 8222 8241 8260 8279 8299 [ 2 4 6 8 9 |l 13 15 1%
8318 8337 8356 8375 8395 | 8414 8433 8453 8472 8492 | 2 4 6 8 10 12 14 15 17
8511 8531 8551 8570 8590 | 8610 8630 8650 8670 8690 [ 2 4 6 8 10 12 14 16 18
8710 8730 8750 8770 8790 | 8810 8831 8851 8872 8892 | 2 4 6 8 10 12 14 16 18
8913 8933 8954 8974 8995 | 9016 9036 9057 9078 9099 [ 2 4 6 8 10 12 15 17 1§
9120 9141 9162 9183 9204 | 9226 9247 9268 9290 9311 | 2 4 6 8 .11 13 15 17 19
9333 9354 9376 9397 9419 | 9441 9462 9484 9506 9528 | 2 4 7 9 11 13 15 17 2c
9550 9572 9594 9616 9638 | 9661 9683 9705 9727 9750 | 2 4 7 9 11 13' 16 18 2C
9772 9795 9817 9840 9863 | 9886 9908 9931 9954 9977 | 2 5 7 9 il 14 16*18 2C
0 1 2 3 a4 5 6 7 8 9 |12 3 456 7 829

ane




TABLA

3

z o' 10 20’ 30" 40' 50'
0° 10,0000 0,0029 0.0058 0.0087 0,0116 0,0145
1 10,0175 0,0204 0,0233 0,0262 0.0291 00320
2 [0.0349 0,0378 0,0407 0,0436 0.0465 0.049%4
3 |0.0523 0.0552 0,0581 0,0610 0,0640 0.0669
4 10,0698 0.0727 0,0766 0.0785 0,0814 0,0843
5° 10,0872 0.0%01 0,0929 0.0958 0,0987 0.1016
6 |0,1045 0.1074 0.1103 0.1132 0.1161 0.1190
7 10,1219 0.1248 0,1276 0,1305 0.1334 00,1363
8 10,1392 0,1421 0,1449 0.1478 0,1507 0,1536
9 10,1564 0.1593 0,1622 0,1650 0.1679 0,1708
10° 10,1736 0,1765 0.1794 0.1822 0.1851 0,1880
11 ]0.1908 0.1937 10,1965 0.1994 0,2022 0,2051
12 ]0.2079 10,2108 0.2136 0,2164 0,2193 0.2221
13 |0.2250 0.2278 0,2306 02334 0,2363 0,2391
14 0.2419 0,2447 0.2476 02504 0,2532 0,2560
15° |02588 02616 0.2644 0.2672 0.2700 0,2728
16 [0.2756 0.2784 0,2812 0,2840 (,2868 (,2896
17 |0,2924 0,2952 0,2979 0,3007 0.3035 0.3062
18 |0.3090 0,3118 0,8145 0.3173 0.3201 0,3228
19 10.3256 0.3283 0.3311 0,3338 0.3365 0,3393
20° 10,3420 10,3448 0,3475 0.3502 0,3529 0,3557
21 [0.3584 0.3611 0.3638 0,3665 0,3692 0,3719
22 (0,3746 0,3773 0.3800 0,3827 0,3854 0,3881
23 0,3907 0,3934 0,3961 0,3987 0,4014 0.4041
24 |0,4067 0,4094 0.4120 0,4147 0,4173 0,4200
25° 10,4226 0.4253 04279 0.4305 04331 04358
26 |0,4384 0.4410 04436 0,4462 0.4488 04514
27 |0,4540 0,4566 0,4592 0,4617 0,4643 0,4669
28 |0.4695 0.4720 0,4746 04772 04797 0.4823
29 |0.4848 0.4874 0,4899 04924 04950 0.4975
30° [0.5000 0,5025 0,050 05075 0,5100 05125
31 |0,56150 0,5176 0,5200 0,5225 0,5250 0,5275
32 10,5299 0,5324 0,5348 0.5373 0,5398 0.5422
33 |o0.5446 05471 0,5495 0,5519 05544 0,5568
34 10,5592 0,5616 05640 05664 0,5688 0.5712
35° 10,5736 0.5760 0,5783 o0.5807 0,5831 0,5854
36 [0,5878 0,5901 0.5925 0,5948 0,5972 0,5995
37 |0,6018 0.6041 0,6065 0,6088 06111 06134
38 [0,6157 0,6180 0,6202 0.6225 0,6248 0,6271
39 [0,6293 0,6316 0.6338 0,6361 0,6383 0,6406
40° | 0,6428 0,6450 0,6472 0,6494 0.6517 0,6539
41 10,6561 0,6583 0,6604 0,6626 0,6648 0,6670
42 [0,6691 0,6713 0,6734 0,6756 0,6777 0,6799
43 [0,6820 0,6841 0,6862 0,6884 0.6905 0,6926
44 10,6947 0,6967 0,6988 0,7009 0,7030 0,7050
45°10,7071 0¢,7092 0,7112 07133 0,7153 0,7173

206

60"

o

10

20’

30’

40’

50/

0,7071
0,7193
0.7314
0,7431
0,7547

0,7660
0,7771
0,7880
0. 7986
0.8090

0,8192
0,8290
0,8387
0,8480
0.8572

0,8660
0,8746

0,8829
0.8910
0.8988

0,9063
0,9135
0,9205
0,9272
0,9336

0,9397
0,9455
0,9511
0. 9563

0,9613

0,9659
0,9703
0,9744
0,9781
0,9816

0,9848
0,9877
0,9903
0,9925
0,9945

0,9962
0,9976
0,9986
0,9994
0,9908

0,7092
07214
0,7333
0,7451
0,7566

0,7679
0,7790
0,7898
0.8004
0.8107

0,8208
0,8307
0,8403
0,8496
0,8587

0.8675
0,8760
0,8843
0.8923
0,9001

09075
09147
0,9216
0,9283
0. 9346

0,9407
0,9465
0,9520
0,9572
0,9621

0,9667
09710
0,9750
0,9787
09822

0,9853
0,9881
0,9907
0,9929
0,9948

0,9964
0,9978
0,9988
0,9995
0.9999

0,7112
0,7234
0,7353
0.7470

0,7585

0,7698
0,7808
0,7916
0,8021
0,8124

0.8225

0,8323
0,8418
0,8511
0,8601

0,8689
0.8774

0,8857
0,8936
0,9013

0,9088
0,9159
0,9228
0,9293
0,9356

0,9417
0,9474
0,9528
0,9580
0,9628

0,9674
0,9717
0,9757
0,9793
0,9827

0,9858
0,9886
0,9911
0,9932
0,9951

0,9967
0,9980
0,9989
0,9996
0,9999

0,713

07254
0,7373
0,7490
0,7604

0,7716
0,7826
0,7934
0,8039
0,8141

0,8241
0,8339
0,8434
0,8526
0,8616

0,8704
0,8788
0,8870
0,8949
0,9026

0,9100
0,9171
0,9239
0,9304
0,9367

0,9426
0,9483
0,9537
0,9588
0,9636

0,9681
0,9724
0,9763
0,9799
0. 9833

0,9863
0.9890
0.9914
0,9936
0,9954

0,9969
0,3981
0,9990
0,9997
|, 0000

0,7153
0,7274
0,7392
0,7509
0,7623

0,7735
0,7844
0,7951
0,8056
0,8158

0,8258
0,8355
0,8450
0,8542
0,8631

0,8718
0,8802
0,8884
0,8962
0,9038

0,9112
0,9182
0,9250
0,9315
0,9377

0,9436
0,9492
0,9546
0,9596
0,9644

0,9689
0,9730
0,9769
0,9805
0,9838

0.9868

0,9894
0,9918
0,9939
0,9957

0,9971
0,9983
0,9992
0,9997
1.0000

0.7173

0,7294
0,7412
0,7528
0,7642

0,7753
0,7862
0,7969
0,8073
0,8175

0,8274
0,8371
0.8465
0.8557
0,8646

0,8732
0,8816
0,8897
0,8975
0,9051

0,9124
0,9194
0,9261
0,9325
0,9387

0,4446
0,9502
0,9555
0,9605
0,9652

0,9696
0,9737
0,9775
0,9811
0,9843

0,9872
0,9899
0,9922
0,9042
0. 9959

0,9974
0,9985
0,9993
0,9998
|', nooo

1,0000
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15°
16
17
18
19

20°
21
22
23

25°
26
27
28
29

30°
31
32
33
34

35°
36
37
38
39

40"
41
42
43

[, 0000

0,9998
0,9994
0,9986
0,9976

0,9962
0,9945
0,9925
0,9903
0,9877

0,9848
0,9816
0,9781
0,9744
0,9703

0,9659
0,9613
0,9563
0,9511
0,9455

0,9397
0,9336
0,9272
0,9205
0,9135

0,9063
0,8988
0,8910
0,8829
0,8746

0,8660
0,8572
0.8480
0,8387
0.8290

0,8192
0,8090
0. 7986

0,7880
0,7771

0.7660
0,7547
0,7431
0.7314
0,7193

1,0000
0,9998
0,9993
0,9985
0,9974

0,9959
0,9942
0,9922
0,9899
0,9872

0,9843
0,9811
0,9775
0,9737
0,9696

0,9652
0,9605
0,9555
0,9502
0,9446

0,9387
0,9325
0,9261
0,9194
0,9124

0,9051
0,8975
0,8897
0,8816
0,8732

0.8646
0.8557
0,8465
0.8371
0,8274

0,8175
0,8073
06,7969
0,7862
0.7753

07642
0,7528
0.7412

0,7294
0,7173

|, 0000
0,9997
0,9992
0,9983
0,9971

0,9957
0,9939
0,9918
0,9894
0,9868

0,9838
0,9805

0,9769
0,9730

0,9689

0,9644
0,9596
09546
0,9492
0,9436

0,9377
0,9315
0,9250
0,9182
0,9112

0,9038
0,8962
0,8884
0,8802

0,8718

0,8631
0.8542
0,8450
0.8355
0,8258

0.8158

0,8056
0,7951
0,7844
0,7735

0.7623
0,7509
0,7392
0,7274
0,7153

|', 0000
0,9997
0,9990
0,9981
0,9969

0. 9954

0,9936
0,9914
0,9890
0,9863

0,9833
0,9799
0,9763
0,9724
0,9681

0,9636
0. 9588

0,9537
0,9483
0,9426

0,9367
0,9304
0,9239
0,9171
0,9100

0,9026
0,8949
0.8870

0,8788
0,8704

0,8616
0,8526
0.8434

0,8339
0,8241

08141
0,8039
0,7934
0,7826
0,7716

0.7604
0,7490
0,7373

0,7254
0,7133

0,9999
0,9996
0.9989

0,9980
0,9967

0,9951
0,9952
0,9911
0,9886
0,9858

0,9827
0,9793
0,9757
0,9717
0,9674

0,9628
0,9580
0,9528
0,9474
0,9417

0,9356
0,9293
0,9228
0,9159
0,9088

0,9013
0,8936
0,8857
0,8774
0.8689

0,8601
0,8511
0,8418
0,8323
0,8225

0,8124
0,8021
0,7916
0,7808
0,7698

0,7585
0,7470
0,7353
0,7234
0,7112

0,9999
0. 9995

0,9988
0,9978
0,9964

0. 9948
0,9929
0,9907
0,9881
0.9853

0.9822

0,9787
0,9750
0,9710
0,9667

0,9621
0,9572
0,9520
0,9465
0.9407

0,9346
0,9283
0,9216
0,9147
0,9075

0,9001
0,8923
0,8843
0,8760
0,8675:

0,8587
0,8496:
0,840%
0,8307"
0,8208

0,810%"
0,8004
0,789¢8
0,7790
0,76 7<)

0,756¢;
0,7451
0,733:3
0,721~}
0,709:3

45°

0,7071

0.7050

0,7030

0,7009

0,6088

0,696:7

207

15°
16

18
49

50°

70°¢
71
72
73
74

75¢
76
77
78
79

80¢
81
82
83
84

85"
86
87
88
89

90¢

o*

10"

20"

30"

40"

50

),7071
),6947
),6820
),6691
),6561

),6428
),6293
),6157
),6018
),5878

),6736
),6592
),5446
),5299
),5150

3,5000
1,4848
),4695
3,4540
),4384

),4226
0,4067
0,3907
0,3746
0,3584

0.3420
0,3256
0,3090
0,2924
0.2756

0,2588
0,2419
0,2250
0,2079
0.1908

0,1736
0,1564
0,1392
0,1219
0,1045

0,0872
0,0698
0,0523
0,0349
0,0175

0,7050
0,6926
0,6799
0,6670
0.6539

0,6406
0,6271
0,6134
0,6995
0,5854

0,6712
0,5568
0,5422
0,6275
0,6125

0,4975
0,4823
0,4669
0,4514
0,4358

0,4200
0,4041
0,3881
0,3719
0,3557

0,3393
0,3228
0,3062
0,2896
0,2728

0,2560
0,2391
0,2221
0,2051
0.1880

0,1708
0,1536
0,1363
0,1190
QJ016

0,0843
0,0669
0,0494

0,0320
0.0145

0,7030
0,6905
0,6777

0,6648
0.6517

0,6383
0,6248
0.6111

0,6972
0,56831

0,6688
0,6644
0.5398

0,6250
0,6100

0,4950
0,4797
0,4643
0,4488
0,4331

0.4173
0.4014

0,3854
0,3692
0,3529

0,3365
0,3201
0,3035
0,2868
0,2700

0.2532
0,2363
0,2193
0,2022
0,1851

0,1679
0,1507
0,1334
0.1161

0,0987

0,0814
0,0640
0,0465
0,0291
0,0116

0,7009
0,6884
0.6756
0,6626
0.6494

0,6361
0.6225

0,6088
0,56948
0,5807

0,6664
0.5519
0.6373
0,5225
0.6075

0.4924
0,4772
0,4617
0.4462
0,4305

0,4147
0.3987

0,3827
0,3665
0,3502

0,3338
0,3173
0.3007

0,2840
0,2672

0,2504

'0,2334

0,2164
0,1994
0,1822

0,1650
0,1478
0,1306
0,1132
0,0958

0,0785
0,0610
0,0436
0,0262
0,0087

0,6988
0,6862
0,6734
0,6604
0,6472

0,6338
0.6202

0,6065
0,569256
0,6783

0.5640
0,5495
0,5348
0.6200

0,6050

0,4899
04746
0,4592
0,4436
0,4279

0,4120
0.3961
0.3800
0.3638
0,3475

0,3311
0,3145
0,2979
0.2812
0.2644

0,2476
0. 2306
0,2136
0,1965
0,1794

0.1622
0.1449
0,1276
0,1103
0.0929

0,0756
0,0581
0.0407
0,0233
0.0068

0.6967
0,6841
0,6713
0. 6583
0.6450

0,6316
0,6180
0,6041
0,5901
0,5760

0.6616

0,6471
0,6324
0,6175
0,5025

0,4874
0,4720
0,4566
0.4410
0.4253

0,4094
0,3934
0.3773

0,3611
0,3448

0,3288
0.3118
0,205¢
0,2784
0,261¢

0,2447
0,227¢
0,210¢%
0,193"
0,176¢

0,169:
0,1421
0,1245
0,107¢
0.0901

0,072*
0,066:
0,087¢
0,020
0,002¢

0,0000




o' 10

20 30"

40"

50"

25°
26
27
28
29

30°
3
32
33
34

35°
36
37
38

40°
41
42
43
44

0.0000
0.0175
0.0349
0.0524
0,0699

0,0875
0.1051
0.1228
0,1405
0.1584

0.1763
0,1944
0. 2126
0,2309
0.2493

0.0029
0. 0204
0.0378
0.0553
0.07729

0.0904
0,1080
0,1257
0.1435

0,1614

0.1793
00,1974
0. 2156
0,2339
0,2524

0,2711
0,2899
0.3089
0.3281
0. 3476

0.2679
0,2867
0.3057
0.3249
0.3443

0,3640
0.3839
0.4040
0.4245
0.4452

0,3673
0.3872
0.4074
0,4279
0,4487

0,4699
0,4913
0.5132

0,5354
0,5581

0.5812
0,6048
0.6289
0.6536
0,6787

0.7046
0.7310
0,7581
0.7860
0.8146

0,8441
0.8744
0. 9057
0.9380
0.9713

0.4663
0.4877
0,5095
0,5317
0,5543

0,5774
0,6009
0.6249
0.6494
0.6745

0.7002
0,7265
0.7536
0,7813
0.8098

0,8391
0. 8693
0. 9004
0.9325
0,9657

0.0058
0.0233
0,0407
0,0582
0.0758

01,0934
0.1110

0.1287
0.1465
0.1644

0.0087
0. 0262
0.0437
0.0612
0.0787

0.0963
0.1139
0.1317
0.1495
0.1673

0.1823
0. 2004
0,2186
0.2370
0.2555

0.1853
0.2035
0,2217
0.2401
0.2586

0.2742
0.2831
0,3121
0,3314
0. 3508

0.2773
0. 2962
0.3153
0,3346
0,3541

0,3739
0,3939
0.4142
0.4348
0.4557

0.3706
0.3906
0,4108
0.4314
0.4522

0,4734
0.4950
0.5169
0,6392
0.5619

0.4770
0,4986
0. 5206
0.5430
0,5658

0.5851
0.6088
0.6330
0.6577
0.6830

0.5890
0.6128
0.6371
0.6619
0,6873

0.7089
0.7355
0.7627
0.7907
0. 8195

0.8491
0.8796 0.8847
0.9110  0.9163
0.9435  0.9490
09770  0.9827

0.7133
0,7400
0.7673
0.7954
0. 8243

0.8541

0.0116
0.0291
0.0466
0.0641
1.0816

0.0992
0,1169
0.1346
0.1524
0.1703

0.1883
0. 2065
0.2247
0.2432
0.2617

0.2805
0. 2994
1,3185
0,3378
0,3574

0,3772
0.3973
0.4176
0.4383
0.4592

0,4806
0.5022
0.5243
0,5467
0. 5696

0.5930
0.6168
0.6412

0,6661
06916

0.7177
0.7445
0,7720
0.8002
0. 8292

0.8591

0. 8899
0. 9217

0.9545
0.9834

0.0145
0. 0320
0.0495
0.0670
0.0846

0.1022
0.1198
0.1376
0.1554
0.1733

0.1914
0.2095
0,2278
0.2462
0.2648

0.2836
0.3026
0.3217
0.3411
0, 3607

0.3805
0,4006
0.4210
0.4417
0,4628

0.4841
0.5059
0. 5280
0.5505
0.5735

0.5969
0.6208
0.6453
0,6703
0,6959

u.7221
0,7490
0,7766
0.8050
0.8342

0.8642
0. 6952
0,9271
0.9601
0.9942

45"

1.0000 1.0058

1.0117  1.0176

1.9235

1.0295

208

75¢

0' 10

20’

30

40"

50"

1,0000
1,0355
1.0724
1.1106
1.1504

1.0058
1,0416
1.0786
1,1171
1.1571

1.1918
1.2349
1.2799
1,3270
1.3764

1.1988
1.2423
1,2876
1. 3351
1.3848

1.4370
1,4919
1.5497
1. 6107
1.6753

1.7437
1.8165
1.8940
1,9768
2.0655

1,4281
1.4826
1.5399

1.6003
1.6643

1.7321
1.8040
1.8807
1,9626
2.0503

2,1445
2.2460
2.3559
2,4751
2.6051

2.1609
2.2637

2.3750
2,4960
2.6279

27125
2.9319

3.1084
3.3052
3.5261

3.7760
4,0611
4.3807
4.7729
5,2257

57694
6.4348
7.2687
8.3450
9.7882

2.7475
2.9042
30777
3.2709
3,4874

3.7321
4.0108
4.3315
4.7046
51446

56713
6.3138
'7.1154
8.1443

9.5144

11,430 11,826
14.301 14924
1'3,08120,206
28.636 31.242
57.290  68.750

1,0117
1.0477
1.0850
1,1237
1,1640

1. 2059
1.2197
1.2954
1,3432
1.3934

1,4460
1.5013

1,5597
1.6212
1,6864

1.7556
1,8291
1.9074
1,9912
20809

2.1775
2,2817
2,3945
2,5172
2.6511

2,7980
2.9600

3,1397
3,3402
3,5656

3.8208
4.1126
4. 4494
4.8430
5,3093

5.8708
6.5606
74287
8.5555
10,078

12.251
15,605
21.470
31.368
85.940

1,0176
1,0538
1.0913
1.1303
1,1708

1.2131
1.2572
1,3032
1.3514
1.4019

1,4550
1.5108
1.5697
1,6319
1.6977

1.7675
1,8418
1,9210
2.0057
2.0965

2,1943
2,2998
24142
2.5386
2.6746

2,8239
2,9887
3,1716
3.3759
3,6059

3.8667
4.1653
46107
49152
5.3955

5.9758
66912
76958
8.7769
10,385

12.706
16.350
22.904
38.188
114.59

1,0235
1,0599
1,0977
1,1369
1.1778

1,2203
1,2647
1.3111
1.3597
1,4106

1,4641
1,5204
1,5798
1,6426
1.7090

1.7796

1,8546
1,9347
2,0204
2,1123

22113
2,3183
2,4342
2,5605
2.6985

2,8502
3,0178
3,2041
3,4124
3.6470

3.9136

4,2193
4,5736
49894
5,4845

6,0844
6. 8269
7,7704
9,0098
10,712

13.197
17,169
24.542
42,964
171.89

1,0295
1,0661
1,1041
1,1436
1,1847

1,2276
1.2723

1,3190
1,3680
1,4193

1,4733
1,6301
1,6900
1.6534

1,7205

1,7917
1,8676
1,9486
2,0353
2,1283

2,2286
23369
2,4545
2.5826

27228

2,8770
3,0475
3,2371
3,4495
3,6891

3,9617
4,2747
4,6382
5.0658

5,6764

6,1970
6,9682
7,9530
9,25653
11,059

13.727
18,075
26,432
49,104
343,71

o*




TABLA

6

P o 10' 20' 30 40' 50' x o' 10' 20" 30" 40" 50"
0°| @ 34377 171,89 11459 85940 68,750 15" | 1.000 ©,9242 0,9884 (9827 0,9770 09713
1 |57,290 49,104 42,964 38,188 34,368 31,242 16 0.9657 0,9601 0,9545 0,9490 0.9435 0,9380
2 | 28,636 26,432 24,542 22.904 21,470 20,206 17 10,9325 0.9271 0.9217 9163 0,9110 09057
3 19,081 18,075 17,169 16,350 15605 14,924 18 |0,9004 0,8952 0,8899 0,8847 0.8796 0.8744
4 114,301 13,727 13,197 12,706 12,251 11,826 19 [0.8693 0,8642 0,8531 0,8541 0,8491 0,8441
57 11,430 11,059 10,712 10,385 10,078 97882 50° 10,8391 0,8342 0.8292 0,8243 (,8195 08146
6 |9.5144 92553 9,0098 87769 85555 83450 51 [0,8098 0,8050 0,8002 0,7954 0,7907 0,7860
7 | 81443 79530 77704 17,5958 74287 17,2687 52 [0,7813 0,7766 0,7720 0.7673 0,7627 0,7581
8 [7,1154 69682 68269 6,6912 6.5606 6,4348 53 [0,7536 0,7490 0,7445 0,7400 0,7355 (7310
9 [6.3138 6,1970 6.0844 59758 58708 57694 54 [0,7265 0,7221 0,7177 0,7133 0.7089 0.7046
10°| 5,6713 55764 54845 53955 5,3093 52257 55° [0.7002  0,6959 0.6916 0,6873 0,6830 0,6787
LI | 51446 50658 49894 49152 48430 4,7729 56 |0,6745 0,6703 0,6661 0,6619 0,6577 0,6536
12 [ 4,7046 46382 45736 45107 4,4494 4,3897 57 10,6494 0,6453 0,6412 06371 0,6330 0.6289
13 | 43315 42747 42193 41653 4,1126 4,0611 58 | 0,6249 06208 (,6168 0,6128 0,6088 0,6048
14 |4,0108 39617 39136 38667 3,8208 3,7760 59 [0,6009 0,5969 0,5930 0,5890 0,5851 0,5812
15°] 3,7321 36891 36470 33,6069 35656 3,5261 60" | 0,6774 0,567356 0,5696 0,5658 0,5619 0,5581
16 | 34874 3.4495 3.4124 33759 3,3402 3.3052 61 |0,5543 0,5505 05467 0.5430 0,5392 0,5354
17 | 32709 32371 32041 31716 3.1397 31084 62 |0,5317 0,5280 (5243 0.5206 05169 0,5132
18 | 3,0777 3,0475 3,0178 29887 29600 2.9319 63 |0.5095 0,5059 0,5022 0,4986 0,4950 0.4913
19 | 2.9042 28770 2.8502 2,8239 27980 2,7725 64 |0,4877 0,4841 0.4806 0.4770 0,4734 0,4699
20" | 27475 27298 26985 26746 26511 26279 65" | 0,4663 0,4628 04592 04557 0,4522 0,4487
21 | 2,6051 25826 2.5605 2,5386 25172 2,496( 66 | 0,4452 0,4417 (,4383 0.4348 0,4314 0,4279
2 | 2,4751 24546 24342 2.4142 2,3945 2 375( 67 | 0,4245 0,4210 0,4176 0,4142 0,4108 0,4074
23 | 2,3559 2,3369 38,3183 22998 2,2817 22631 68 | 0,4040 0.4006 0,3973 0,3939 0.3906 0,3872
24 | 2,2460 22286 22113 21943 21775 2160¢ 69 | 0.3839 0,3805 0,3772 0,3739 (,3706 0,3673
25"( 2,1445 21283 21123 20935 20809 2 065F 70" 0.3640 00,3607 0,3574 0,3541 0,3508 0.3476
26 | 2.003 2,0853 2,0204 2,0067 1,9912 1,976t 71 | 0,3443 0,3411 0,3378 0,3346 0,3314 0,3281
27 11,9626 19486 19347 1,9210 1,9074 1,894( 72 | 0,3249 03217 (,3185 0,3153 0,3121 0,3089
28 | 1,8807 1.8676 1.8546 1.8418 11,8291 1.8161 73 | 0,3057 0,3026 0,2994 0,2962 0,2931 0,2899
29 | 1,8040 1,7917 1.779% 11,7675 1,7556 1,743" 74 | 0.2867 02836 0,2805 0,2773 0.2742 0.2711
30"| 1.7321 17205 1,7090 1,6977 16864 1,675 75" 0,2679 0,2648 ,2617 0,2586 (,2655 0,2524
31 | 1,6643 1,6534 1,6426 16319 16212 1 610; 76 | 0,2493 0,2462 0,2432 0,2401 (,2370 0,2339
32 | 1.6003 1.5900 11,5798 1,5697 1,5597 1,549; 77 10,2309 0,2298 0,2247 0.2217 0.2186 0.2156
33 | 1,5399 15801 1,5204 1,5108 15013 1,491 78 | 0,2126 0,2095 0,2065 0.2035 0,2004 0,1974
34 | 1,4826 14733 1,4641 1,4550 1.4460 1,437( 79 10,1944 0,1914 0,1883 0,1853 0,1823 0,1793
35" | 1.4281 14193 1.4106 1,4019 13934 1 384s 80"| 0,1763 0,1733 0,1703 0,1673 0,1644 0,1614
36 | 1.3764 11,3680 1,3597 1,3514 1,3432 1,335] 81 | 0,1584 (1554 0.1524 0,1495 01465 0,1435
37 | 1.3270 11,3190 1,3111 1,3032 1,2954 1,287« 82 | 0,1405 01376 0,1346 0,1317 0,1287 0,1257
38 | 1,2799 1,2723 1,2647 1,2572 12497 1,242 83 | 0,1228 0,1198 0,1169 0,1139 0,1110 0,108C
39 | 1,2349 12276 1,2203 1.2131 1.2059 1,198% 84 | 0.1051 0.1022 0,0992 0.0963 0.0934 0,0904
40" | 1.1918 11,1847 11778 11708 11640 11573 85" | 0,0875 0,0846 0.0816 0,0787 0.0758 0,0729
41 | 11504 1,1436 1,1369 11303 1,1237 1117 86 | 0,0699 00670 0,0641 0,0612 0,0582 0,055¢
42 | 11106 1,1041 1,0977 1,0913 10850 1,078¢ 87 | 0,0524 0,0495 0,0466 0,0437 0.0407 0,037¢
43 | 1,0724 1.0661 1,0599 1,0538 10477 1041¢ 88 | 0,0349 0,0320 0.0291 10,0262 ©0,0233 0,0204
44 | 1.0355 11,0295 10235 1,0176 1,0117 1,005t 89 | 00175 0,0145 0,0116 0,0087 0.0058 0,0029
45°( 1.0000 0.9942 0.9884 (,9827 09770 0,971 90" | 0, 0000
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TABLA

z o' 10° 20 30' 40' 50" r o} 10' 20' 30" 40' 50'

0° [L, 000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 45° | 1,414 1,418 1,423 1,427 1,431 1,435
1 | 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,001 46 | 1,440 1,444 1,448 1,453 1,457 1,462
2 | 1,001 1,001 1,001 1,001 1,001 1,001 47 | 1,466 1,471 1,476 1,480 1,485 1,490
3 | 1,001 1,002 1,002 1,002 1,002 1,002 48 | 1,494 1,499 1,504 1,509 1,514 1,519
4 ] 1,002 1,003 1,003 1,003 1,003 1,004 49 | 1,524 1,529 1,535 1,510 1,545 1,550
5° | 1,004 1,004 1,004 1,005 1,005 1,005 50° | 1,556 1,561 1,567 1,572 1,578 1,583
6 | 1,006 1,006 1,006 1,006 1,007 1,007 51 | 1,589 1,595 1,601 1,606 1,612 1,618
7 | 1,008 1,008 1,008 1,009 1,009 1,009 52 | 1,624 1,630 1,636 1,643 1,649 1,655
g | 1,010 1,010 1,011 1,011 1,012 1,012 53 | 1,662 1,668 1,675 1,681 1,688 1,695
9 | 1,012 1,013 1,013 1,014 1,014 1,015 54 | 1,701 1,708 1,715 1,722 1,729 1,736
10° | 1,015 1,016 1,016 1,017 1,018 1,018 56° | 1,743 1,751 1,758 1,766 1,773 1,781
11 1,019 1,019 1,020 1,020 1,021 1,022 56 1,788 1,796 1,804 1,812 1,820 1,828
12 [ 1,022 1,023 1,024 1,024 1,025 1,026 57 | 1,836 1,844 1,853 1,861 1,870 1,878
13 | 1,026 1,027 1,028 1,028 1,029 1,030 58 | 1,887 1,896 1,905 1,914 1,923 1,932
14 | 1,031 1,031 1,032 1,033 1,034 1,034 59 | 1,942 1,951 1,961 1,970 1,980 1,990
16° [ 1,035 1,036 1,037 1,038 1,039 1,039 80° | 2,000 2,010 2,020 2,031 2,041 2,052
16 | 1,040 1,041 1,042 1,043 1,044 1,045 61 | 2,063 2,074 2,085 2,096 2,107 2,118
17 | 1,046 1,047 1,048 1,048 1,049 1,050 62 | 2,130 2,142 2,154 2,166 2,178 2,190
18 | 1,051 1,052 1,053 1,054 1,056 1,057 63 | 2,203 2,215 2,228 2,241 2,254 2,268
19 | 1,058 1,059 1,060 1,061 1,062 1,063 64 | 2,281 2,295 2,309 2,323 2,337 2,352
20° | 1,064 1,065 1,066 1,068 1,069 1,070 859 | 2,366 2,381 2,396 2,411 2,427 2,443
21 | 1,071 1,072 1,074 1,075 1,076 1,077 66 | 2,459 2,475 2,491 2,508 2,525 2,542
22 | 1,079 1,080 1,081 1,082 1,084 1,085 67 | 2,559 2,577 2,595 2,613 2,632 2,650
23 | 1,086 1,088 1,089 1,090 1,092 1,093 68 | 2,669 2,689 2,709 2,729 2,749 2,769
24 | 1,095 1,096 1,097 1,099 1,100 1,102 69 | 2,790 2,812 2,833 2,855 2,878 2,901
26°| 1,103 1,105 1,106 1,108 1,109 1,111 70° | 2,924 2,947 2,971 2,996 3,021 3,046
2% | 1,113 1,114 1,116 1,117 1,119 1,121 71 | 3,072 3,098 3,124 3,152 3,179 3,207
27 | 1,122 1,124 1,126 1,127 1,129 1,131 72 | 3,236 3,265 3,295 3,326 3,357 3,388
28 | 1,133 1,134 1,136 1,138 1,140 1,142 73 | 3,420 3,453 3,487 3,521 3,556 3,592
29 | 1,143 1,145 1,147 1,149 1,151 1,153 74 | 3,628 3,665 3.703 3,742 3,782 3,822
30° | 1,155 1,157 1,159 1.161 1,163 1i,165 75° | 3,864 3,906 3,950 3,994 4,039 4,086
31 | 1,167 1,169 1,171 1,173 1,175 1,177 76 | 4,134 4,182 4,232 4,284 4,336 4,390
32 | 1,179 1,181 1,184 1,186 1,188 1,190 77 | 4,445 4,502 4,560 4,620 4,682 4,745
33 | 1,192 1,195 1,197 1,199 1,202 1,204 78 | 4,810 4,876 4,945 5,016 5,089 5, 164
34 | 1,206 1,209 1,211 1,213 1,216 1,218 79 | 5,241 5,320 5,403 5,487 5,575 5,665
35° | 1,221 1,223 1,226 1,228 1,231 1,233 80°| 5,759 5,855 5,955 6,059 6,166 6,277
36 | 1,236 1,239 1,241 1,244 1,247 1,249 81 6,392 6,512 6,636 6,765 6,900 7,040
37 | 1,252 1,255 1,258 1,260 1,263 1,266 82 | 7,185 7,337 7,496 7,661 7,834 8, 016
38 | 1,269 1,272 1,275 1,278 1,281 1,284 83 | 8,206 8,405 8,614 8,834 9,065 9, 309
39 | 1,287 1,290 1,293 1,296 1,299 1,302 84 | 9,567 9,839 10,13 10,43 10.76 11,10
40° | 1,305 1,309 1,312 1,315 1,318 1.322 85° | 1147 1187 12.29 1275 13,23 13.76
41 | 1,325 1,328 1,332 1,335 1,339 1,342 86 | 14,34 1496 15.64 16,38 17,20 18,10
42 | 1,346 1,349 1,353 1,356 1,360 1,364 87 | 19,11 2023 2149 2293 24.56 26.45
43 | 1,367 1,371 1,375 1,379 1,382 1,386 88 | 28,65 31,26 34,38 3820 4298 4911
44 | 1,390 1,394 1,398 1,402 1,406 1,410 89 | 57,30 6876 85.95 114,6 171,9 3438
45° | 1,414 1,418 1,423 1,427 1,431 1,435 90’ ©
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TABLA

x o- 10" 20" 30" 40" 50" z 0" 10" 20 30" 40" 50"
0° w 3438 171,9 1146 8595 687¢ 45¢| 1,414 1,410 1,406 1,402 1, 398 1, 394
1 | 57,30 4911 4298 3820 34,38 3126 46 | 1,390 1,386 1,382 1,379 1,375 1,371
2 | 28,65 2645 24,66 2293 2149 2023 47 | 1,367 1,364 1,360 1,356 1,353 1,349
3 | 19,11 1810 17,20 16,38 1564 14,96 48 | 1,346 1,342 1,339 1,335 1,332 1,328
4 | 1434 1376 18323 1275 1229 11,817 49 | 1,325 1,322 1,318 1,315 1,312 1,309
6°| 11,47 1110 10,76 10.43 1013 9,839 50¢| 1,305 1,302 1,299 1,296 1,293 1,290
6 | 9,57 9,309 9,065 8,834 8,614 8,405 51 1,287 1,284 1,281 1,278 1,275 1,272
7 | 8,206 8016 7,8 7,661 7,49 7,337 52 | 1,269 1,266 1,263 1,260 1,258 1,255
3 7,185 7,040 6,900 6,765 6,636 6,512 53 1,252 1,249 1,247 1,244 1,241 1, 239
9 | 6,392 6,277 6,166 6,05 5,95 5,855 54 | 1,236 1,233 1,231 1,228 1,226 1,223
10°| 5,759 5,665 5,575 5,487 5,403 5,320 B5¢| 1,221 1,218 1,216 1,213 1,211 1,209
(1 | 5241 5164 508 5016 4,945 4,876 56 | 1,206 1,204 1,202 1,199 1,197 1,195
12 | 4,810° 4,745 4,682 4,620 4,560 4,502 57 1,192 1,190 1,188 1,186 1,184 1,181
13 | 4,445 4,390 4,336 4,284 4,232 4,182 58 1,179 1,177 1,175 1,173 1,171 1,169
14 | 4,134 4,086 4,039 3,99 3,950 3,906 59 | 1,167 1,165 1,163 1,161 1,159 1, 157
16°| 3,864 3,822 3,782 3,742 3,703 3,665 60c | 1,155 1,153 1,151 1149 1,147 1,145
6 | 3,628 3,502 3,556 3,521 3,487 3,453 61 1,143 1,142 1,140 1,188 1,136 1,134
[T | 3,40 3,388 3,357 3,36 3,295 3,265 62 | 1,133 1,131 1,129 1,127 1,126 1,124
18 | 3,86 3,207 3,179 3152 3124 3,098 63 | 1,122 1,121 1,119 1,117 1,116 1,114
19 | 3,072 3,06 3,020 29% 2971 2947 64 | 1,113 1,111 1,109 1,108 1,106 1,105
W00 2,94 2,901 2,878 2,855 2,833 2812 65°| 1,103 1,102 1,100 1,099 1,097 1,096
M| 2790 2,769 2,749 2,729 2,709 2,689 66 | 1,095 1,093 1,092 1,690 1,089 1,088
22 | 2,669 2,650 2,632 2,613 2,505 2,577 67 | 1,086 1,085 1,084 1,082 1,081 1,080
8 | 2,559 2,542 2,525 2508 2,491 2,475 63 [ 1,079 1,077 1,076 1,075 1,074 1,072
M| 2,459 2,443 2,427 2,411 2,39% 2,38l 69 [ 1,071 1,070 1,069 1,068 1,066 1,065
%0 | 2,36 2,352 2,337 2,323 2,309 2,295 70° | 1,064 1,063 1,062 1,061 1,060 1,059
6 | 2,281 2,268 2,254 2,241 2,228 2,215 71 | 1,058 1,057 1,056 1,054 1,053 1,052
W o 2,203 2,190 2,178 2,166 2,154 2,142 72 [ 1,051 1,050 1,049 1,048 1,048 1,047
'8 | 2,130 2,118 2,107 2,096 2,085 2,074 73 1,046 1,045 1,044 1,043 1,042 1,041
9 | 2,063 2,052 2,040 2,031 2,00 2,010 74 | 1,040 1,039 1,039 1.038 1,037 1,036
0° [ 2,000 1,990 1,980 1,970 1,961 1,951 76° | 1,035 1,034 1,033 1,032 1,031
Il 1942 1,932 1,923 1,914 1905 1,896 76 | 1,031 1,030 1,029 1,028 1,028 1,027
1 1,887 1,878 1,870 1,861 1,853 1,844 77 1,026 1,026 1,025 1,024 1,024 1,023
13 | 1,8% 1,828 1,820 1,812 1,804 1,7% 78 | 1,022 1,022 1,021 1,020 1,020 1,019
4 1,788 1,781 1,773 1,766 1,758 1,751 79 | 1,019 1,018 1,018 1,017 1,016 1,016
Bo [ 1743 1736 1,729 1,722 1715 1,708 go« | 1,015 1,015 1,014 1,014 1,013 1,013
% | 1,700 1,695 1,688 1,681 1,675 1,668 81 1,012 1,012 1,012 1,011 1,011 1,010
17 | 1,662 1,655 1,649 1643 1,636 1,630 82 | 1,010 1,009 1009 1,009 1,008 1,008
) 1,624 1,618 1,612 1,606 1,600 1,595 83 | 1,008 1,007 1,007 1,006 1,006 1,006
19 ] 1,589 1,583 1,578 1,572 1,567 1561 84 | 1,006 1,005 1,006 1,005 1,004 1,004
0° | 1,556 1,550 1545 1,540 1,535 1,529 gse | 1,004 1,004 1,003 1,003 1,003 1,003
Il 1,524 1,519 1,514 1,509 1,504 1499 g6 | 1,002 1,002 1,002 1,002 1,002 1,002
2 | 1,494 1,490 1,485 1,480 1,476 1,471 37 | 1,001 1,001 1,001 1,001 1.001 1,001
3 | 1,466 1,462 1,457 1,453 1,448 1,04 38 1,001 1,001 1,000 1,000 1,000 1,000
4 | 1,40 1,435 1,431 1,427 1,423 1,418 89 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000
B° | 1,414 1,410 1,406 1,402 1,398 1,394 po° | 1,000
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z Senz Cosx Tan z Ot = Secx CSC

.00 | 0,00000 1.00000 |0, ooood = |, 00000 ©
301 | 0.01000 0. 9999 0,01000 | 99,9967 1..00005 100,0017
2,02 | 0.02000 0.99980 | 0,02000 | 49.9933 1,00020 50,0033
%03 | 0.03000 0.99955 0,03001 333233 1,00045 33,3383
%04 | 0.03999 0,99920 | 0.04002 24,9867 | 100080 25,0067
)06 | 0,04998 0,99876 | 0,05004 19,9833 1.00125 20,0083
2,06 | 0,05996 0.99820 | 0.06007 16,6467 1.00180 166767
2,07 | 0.06994 0.99755 0,07011 14.2624 1,00246 14,2974
),08 | 0,07991 0,99680 | 0,08017 12,4733 1.00321 12,5133
),09 | 0,08988 0.99595  |0,09024 11,0811 | 1,00406 11,1261
3,10 | 0.09983 0,99500 | 0,10033 9,9666 1,00502 10,0167
)11 [ Q978 0,99396 | 0.11045 9,0642 1..00608 9.1093
)12 | 0.11971 0,99281 | 0.12058 8.2933 1,00724 8,3534
)13 | 0.12963 0,99166 | (.13074 76489 1,00851 7,7140
)14 | 013954 | 099022 | 0. 14092 7,0961 | 1,00988 7.1662
0,16 | 0,14944 0.98877 0,15114 6,6166 1.01136 6.6917
0,16 | 015932 | (,98723 | 0.16138 61966 | 1,01294 6,2767
0,17 | 0.16918 0,98558 | 0,17166 56,8256 1.01463 5,9108
0,18 | 0.17903 0,98384 | 0,18197 5.4954 1,01642 5,6857
0,19 | 018886 | 0.98200 | 0,19232 51997 | 1,01833 5,2950
020 | 019867 | 0.98007 | o,20271 49332 | 1,02034 5,0335
0,21 | 0.20846 0,97803 | 0,21314 4.6917 1,02246 47971
0,22 | 0.2183 0,97690 | 0.22362 44719 | 1,02470 45823
0,23 | 0.22798 0,97367 | 0.23414 4,2709 1.02705 4.3864
424 | 0,23770 | 097134 | 024472 4.0864 1,02951 4.2069
0.25 | 024740 | 0.96891 | 0,25534 3.9163 1,03209 4,0420
0,26 | 0,25708 0,96639 | 0,26602 37591 1,03478 38,8898
0.21 | 026673 | 096377 | 0,27676 3.6133 1.03759 37401
0,28 | 0,27636 0,96106 | 0.28755 34776 1.04052 36185
0.29 | 0,28595 095824 | 0,29841 33511 | 1,04358 3,4971
0.30 | 0,29552 0,95534 | 0.30934 32327 | 1,04675 3.3839
0.31 | 0,80506 0,95233 | 0,32033 3,1218 | 1,06005 3,2781
0.32 | 0.31457 0,94924 | 0,33139 38,0176 1.05348 3,1790
0,33 | 0,82404 0,94604 | 0,34252 29195 1.05704 3,0860
0,34 | 0,33349 094276 | 0,35374 28270 | 1,06072 2.9986
035 | 034290 | 093937 | 0,36508 2.73% 1,06454 2,9163
0.36 035227 0,93590 | 0,37640 26567 1.06849 2,8387
0.37 0.36162 0,93233 | 0,38786 2 5782 1,07258 2,7654
0,38 | 0,37092 0.92866 | 0.39941 25037 | 1,07682 2. 6960
0,39 | 0.38019 092491 | 0,41105 24328 | 108119 2.6303
0,40 | 0.38942 0,92106 | 0,42279 2.3652 1,08570 2.5679
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z Senz Cos = Tanz Gtz Sec x Cscz
0,40 | 0.38942 0. 92106 0,42279 2,3662 1.0857 2,5679
041 (0,39861 |0,91712 0. 43463 2,3008 1,0904 2.6087
0.42 | 0,40776 [0,91309 0,44657 2.2393 1. 0962 2,4524
0.43 |0,41687 (0,90897 0,45862 2,1804 1.1002 2,3988
0,44 |[0,42594 |0,90475 0,47078 2.1241 1.1063 2,3478
0,45 |0,43497 |0.90046 0. 48306 2,0702 11106 | 2,2990
0,46 |[0,44395 |0,89605 0,49545 2.0184 1. 1160 2. 2626
047 |0,45289 (0,89157 0,50797 1. 9686 1,1216 2.2081
0.48 |o0,46178 |0.88699 0. 62061 1.9208 1,1274 | 2,1655
0,49 |0,47063 |0,88233 0,63339 1.8748 11334 2,1248
0,50 | 047943 (087758 0,54630 1,8306 1,1396 | 2,0858
0,61 | 048818 (0.87274 0,55936 1.7878 1,1468 | 2,0484
0.62 | 0,49688 |0,86782 0,57256 1. 7466 1,1523 2.0126
0,63 | 0,50553 |(.86281 0,58592 1,7067 1.1690 1,9781
0,64 |0.61414 |0 86771 0.69943 1,6683 1,1859 | 1,9450
0,556 | 0,62269 |0.86252 0.61311 1,6310 1,1730 1,9132
0,66 | 0.63119 0,84726 0,62695 1.6960 1.1803 1.8826
0,67 | 0,53963 |0,84190 0. 64097 1.6601 1.1878 1,8531
0,68 |[0.64892 |0.83646 0. 66617 1,6263 1,1955 1,8247
0,69 | 0.66636 0,83094 0,66956 1,4935 1,2035 1,7974
0.60 | 056464 |0.82634 0,68414 1.4617 1,2116 1,7710
0,61 | 0.67287 0,81965 0. 69892 1,4308 1,2200 1. 7466
0.62 |0,58104 |0.81388 0.71391 1.4007 12287 | 17211
0,63 | 0.68914 0,80808 0.72911 1,3716 1,2376 1.6974
0,64 | 0,69720 |0.80210 0. 74464 1,3431 1,2467 1.6746
0,65 |0,60519 |0.79608 0. 76020 1,3164 1,2561 1,6524
0,66 | 0,61312 |0,78999 0,77610 1,2885 1,2658 | 1,6310
0,67 | 0,62099 |0.78382 0,79225 1,2622 1,2758 | 1,6103
0,68 | 0,62879 |0,77767 0. 80866 1,2366 1.2861 1.6903
0,69 | 0,68654 |0,77125 0,82534 12116 1,2966 1,5710
0.70 | 0.64422 0,76484 0. 84229 1,1872 1,307 | 1,5523
0,71 | 0,65183 |0.76836 0,85953 1.1634 1.3186 1.6341
0.72 | 0,65938 |0,75181 0,87707 1,1402 1,3301 1,5166
0,73 0,74517 0. 89492 1,1174 1,3420 | 1,4995
0,74 | 067429 |0,73847 0.91309 1,0952 1,3542 1.4830
0,75 (10,68164 |0,73169 | 0,93160 1,0734 1,3667 | 14671
0.76 |D.68892 |0,72484 | ©0,95045 1.0621 1,3796 1,4516
0,77 ||0,69614 |o0,71791 0,96967 1.0313 1.3929 1,4365
0,78 |[0,70328 | 0.71091 0. 98926 1.0109 1. 4966 1.4219
0,79 |[0,71035 | (.70386 1.0092 0,99084 1.4208 1,4078
0.80 |l0,71786 |0.69671 1.0296 0,97121 1,4353 1.3940
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T Senx Cos x Tan x Cotx Sec2 csc 2
0,80 | 0,71786 | 0.69671 10206 | 097121 | 14353 1,3940
0,81 | 072429 |0.68950 | 10506 ]095197 [ 14503 1.3807
0,82 | 0,78116 | 0,68222 1,0717 | 093309 | 14658 1,3677
0,88 [0,73793 [0,67488 | 10934 | 091455 | 14818 | 13551
0,84 ]0,74464 | 066746 | 1,1156 | 0,80635 | 1,4982 1.3429
0,85 |0,75128 1065998 | 11383 | 087848 | 15152 1.3311
086 |90,95784 | 065244 | 11618 | 086091 | 15327 | 1,319
0,87 {0,76433 |0,64483 | 1,1853 [0,84365 | 1,5508 1,3083
0,88 | 0,77074 | 0,63715 | 12007 |0,82688 1.6696 1,2975
0,89 |0,77707 }[0,62041 | 1,2346 | 0,80998 1,5888 1.2869
0,90 |0,78333 {0,62161 1,2602 | 079355 1,6087 1.2766
0,91 | 0,78950 [0.61375 12864 | 0,77738 1.6293 1. 2666
0,92 ovo560 |o60682 | 1,3133 |o076146 | 1,6507 | 1,2569
0,93 | 080162 |0,59783 1,3409 | 0,74578 1.6121 1,2475
0,94 | 080756 |0.68079 | 1,3692 |073034 | 1,6955 1,2383
095 [o081342 |o6s188 | 13984 jo71511 | 1,791 1,2294
0,96 | 081919 |0.57352 14284 | 070010 1.7436 1,2207
0,97 |0,82489 |0,565320 | 14692 | 0,68531 1.7690 12123
0,98 |o83050 |os5702 | 14010 Jo.6707r | 1,7953 | 1,2041
0,99 |0,83603 054889 | 15237 |0,66631 1,8226 | 1,1961
1,00 |0,84147 |0,54030 | 1,5574 |0.64209 1,8508 | 1,1884
101 [o0.84683 |0,63186 | 1,5922 |[0,62806 | 1,8802 1,1809
102 [0.86211 0,562337 16281 | 0,61420 1.9107 11736
1,08 |0.85730 0. 61482 1,6662 | 0,60051 1,9424 1.1666
1,04 |0.86240 |0,50622 | 1,7036 | 0.68699 1,9754 1,1595
106 |0,86742 |0,49757 17433 | 057362 | 2,0098 | 11528
1,06 | 0.87236 0,48887 1,7844 | 0.66040 2,0455 1,1463
1,07 |0.87720 | 0.48012 1,8270 |[0,54734 | 2.0828 1,1400
1,08 (0,88196 |0,47133 1,8712 | 0,53441 21217 1.1338
1,09 [0,88663 |0,46249 1,9171 [ o0.62162 2.1622 1.1279
1,10 |[0,89121 |0,45360 | 1,9648 |[0,50897 | 22046 | 1,1221
111 | 0,89570 | 0,44466 2.0143 | 0.49644 22480 | 11164
112 |0,90010 |043568 | 2,0660 |0,48404 | 22952 | 11110
1,18 | 0.90441 | 0.42666 2.1198 | 0,47175 | 2,3438 | 1,1057
1.14 |0,90863 |0,41759 21769 | 0,45959 2.3947 1,1006
1,15 |0,91276 |0,40849 22845 |0.44753 2 4481 1,0956
1,16 |0,91680 [0.39934 | 2,2958 |0,43558 | 25041 1,0907
117 10,92075 |[0,39015 | 2,3600 |0,42373 2.6631 1.0861
1,18 |092461 |0,38092 | 2,4273 |0.41199 26252 | 1,0815
1,19 [0,92837 |0.,37168 2,4979 | 0,40034 2.6906 1,0772
1,20 | 0.93204 |o0,36236 2.6722 0.38873  [2,7597 1.0729
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1,20
121
1,22

»

1,23

)

1.24

125
126
127
128
1.29

1,30
131
1.32
1,33
1,34

1.35
1,36
1,37
1,38
1,39

1,40
141
142
1.43
1,44

1,45
1,46
1,47
1.48
1,49

1,50
1,51
1,52
1.53
1,64

1.55
1.56
157
158
1.59

1,60

Sen 2 Cos x Tanx Cot Sec x Cse »
1.93204 0,36236 2,5722 |'0,38878 27597 1.07203
3.93562 0,35302 2,6503 | .37731 2.8327 1.06881
3.93010 0,34365 2.7328 | 0,36593 2.9100 1.06485
2,94249 0,33424 2.8198 | (,35463 2.9919 1.06102
D.94578 0. 32480 29119 | 0,34341 3.0789 1.05732
0,94898 0,31532 3,0096 | 0,33227 3.1714 1.05376
0,95209 0,30582 31133 | 0.32121 3. 2699 1. 05032
0,95510 0,29628 32236 | (131021 3.3752 1. 04701
0,95802 0.28672 3.3414 1529928 3.4878 1.04382
0.96084 0,27712 34672 | (0,28842 3. 6085 1. 04076
0, 96356 0,26750 3.6021 | (127762 3.7383 1.03782
0,96618 0.25785 3.7471 | (1. 26687 3.8782 1.03500
0,96872 0.24818 3.9033 | (L. 25619 4.0294 1,03230
0,97115 0,23848 4,0723 (3. 24556 4.1933 1.02971
0,97348 0,22875 4.2556 (3.23498 43715 1.02724
0,97572 0,21901 44552 | 022446 4.5661 1.02488
0.97786 0.20924 4.6734 0,21398 4.7192 1.02264
0,97991 0,19945 4,9131 0,20354 5,0138 1. 02050
0,98185 0,18964 5.1774 10,19315 5.2731 1,01848
0,98370 0.17981 5,4707 | 10.18279 5.5613 1.01657
0,98545 0,16997 5.7979 i0,17248 5. 8835 1.01477
0,98710 0.16010 6.1654 | 0.16220 6. 2459 1,01307
0,98865 0,15023 65811 |0,15195 6,6567 1,01148
0.99010 0,14033 7.0555 0.14173 7.1260 1.00999
0.99146 0,13042 7.6018 0.13155 7.6673 1. 00862
0.99271 0.12050 82381 | 0.12139 8. 2986 1,00734
0,99387 0,11057 89886 | 0.11125 9.0141 1.00617
0.99492 0.10063 9.8874 0.10114 9.9378 1. 00510
0,99588 0,09067 10.9834 0.09105 11.0288 1.00414
0,99674 0.08071 12,3499 0.08097 12.3903 1.00327
0.99749 0,07074 14.1014 0.07091 14.1368 1.00251
0,99815 0. 06076 16.4281 0.06087 16. 4585 1.00185
0,99871 0,05077 19,6695 | 0.05084 19, 6949 1.00129
0.99917 0,04079 24,4984 | 0.04082 24,5188 1.00083
0,99953 0,03079 32.4611 0,03081 32.4765 1.00047
0.99978 0.02079 48.0785 0,02080 48.0889 1.00022
0.99994 0.01080 92,6205 | 0.01080 92. 6259 1.00006
1. 00000 0,00080 1255. 77 0.00080 1255, 77 1.00000
0,99996 -0,00920 -108, 649 0.00920 -108. 654 1.00004
0.99982 -0.01920 ~52,0670 0.01921 -52.0766 1.00018
0.99957 -0.02920 - 34,2325 0.02921 -34.2471 1.00013
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z v 10 20 30 40 50
0¢ - 7,4637 7.7648 7.9408 8,0658 8,1627
1 8.2419 8,3088 8.3668 84179 8,4637 8.5050
2 8,5428 8.5776 8.6007 8.6397 8.6677 8,6940
3 8.7188 8.7423 8.7645 8.7857 8,8059 8.8251
4 8.8436 8.8613 8,8783 8.8946 8,9104 8.9256
5° 8,9403 8,9545 8.9682 8.9816 8,9945 9.0070
6 9.0192 9,0311 9,0426 9,0539 9.0648 9.0755
7 9,0859 9,0961 9,1060 9,1157 9.1252 9.1345
8 9.1436 9,1525 9,1612 9,1697 9,1781 9.1863
9 9.1943 9.2022 9.2100 9,2176 9,2251 9.2324
10° 9.2397 9.2468 9,2538 9,2606 9.2674 9,2740
11 9.2806 9.2870 9.2934 9.2997 9,3058 9.3119
12 9.3179 9.3238 9,3296 9,3353 9.3410 9.3466
13 9.3521 9.3575 9.3629 9,3682 9,3734 9.3786
14 9.3837 9,3887 9.3937 9.3986 9.4035 9.4083
15° 9.4130 9.4177 9.4223 9.4269 9.4314 9.4359
16 9.4403 9.4447 9.4491 9,4533 9.4576 9.4618
17 9.4659 9.4700 9,4741 9.4781 9.4821 9.4861
18 9.4900 9.4939 9.4977 9.5015 9,5052 9,5090
19 9.5126 9,5163 9,5199 9,5235 9,6270 9.5306
20° 9.5341 9.5375 9.5409 9.5443 9,647 9.5510
21 9,5543 9,5576 9.5609 9,5641 9.5673 9.5701
22 9.5736 9.5767 9,5758 9,5828 9,5859 9.5889
23 9.5919 9,5948 9.5978 9,6007 9,6036 9.6065
24 9.6093 9.6121 9.6149 9.6177 9.6205 9.6232
25° 9.6259 9.6286 9.6313 9.6340 9.6366 9.6392
26 9.6418 9.6444 9.6470 9.6495 9.6521 9.6546
27 9.6570 9,6595 9.6620 9.6644 9.6668 9.6692
28 9.6716 9,6740 9.6763 9.6787 9,6810 9.6833
29 9.6856 9.6878 9.6901 9.6923 9,6946 9.4968
30° 9.6990 9.7012 9.7033 9.7055 9.7076 9.7097
31 9.7118 9.7139 9.7160 9.7181 9.7201 9.7222
32 9.7242 9.7262 9.7282 9.7302 9.7322 9.7342
33 9.7361 9,7380 9.7400 9,7419 9.7438 9.7457
34 9.7476 9,7494 9.7513 9.7531 9.7550 9.7568
35° 9.7586 9.7604 9.7622 9.7640 97657 Y.7675
36 9,7692 9.7710 9.7727 9.7744 9.9761 9.7778
37 9.7795 9.7&11 9.7828 9.7844 9.7861 9.7877
38 9.7893 47910 9.7926 9.7911 9,7957 9.7473
39 9.7989 98004 9.8020 9.8035 9.8050 9.8066
40 9.8081 9.8006 9.8111 9.8125 9.8110 9.8155
41 9.8169 9.818-1 0.8198 9.8213 9.8227 9.8241
12 9.8255 9.8269 9.8283 9.8297 9.8311 9.8324
Y.8338 9.8351 98365 9.8378 9.8301 9 2405
44 9.X.118 9.8431 9.8144 9.8457 9.8469 98152
0B s;LR.ms 9.8507 9.8520 9.853"2 9.8545 9.8557
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% 0 10 2 30 40 50
45° 9,8495 9,8507 9,8520 9,8532 9,8545 9,8557
46 9,8569 9,8582 9,8594 9,8606 9,8618 9,8629
47 9,8641 9.8653 9,8665 9. 8676 9. 8688 9,8699
48 9,8711 9,8722 98733 9. 8745 9,8756 9,8767
49 9.8778 9,8789 9. 8800 9,8810 9,8821 9.8832
50° 9,8843 9,8853 98864 9,8874 9, 8884 9.8895
51 9,8905 9,8915 5. 8925 9,8935 9.8945 3,8055
52 9,8965 9.8975 9,8985 9,8995 9,9004 9.9014
53 9,9023 9,9033 9,9042 9. 9052 9. 9061 9.9070
54 9,9080 92,9089 9,9098 9,9107 9.9116 9,9125
55° 9,9134 9,9142 9,9151 9,9160 9.9169 9,9177
56 9,9186 9,9194 9,9203 98,9211 9.9219 9.9228
57 9,9236 9,9244 9.9252 9,9260 9,9268 9.9276
58 9,9284 9.9292 9.9300 9,9308 9,9315 9,9323
59 9,9331 9,9338 99346 9,9353 9,9361 9.9368
60° 9,9375 9,9383 9,9390 9,9397 9,9404 9,9411
61 99418 9,9425 9.9432 9,9439 9. 9446 9,9453
62 9,9459 9,9466 9,9473 9.9479 9,9486 9,9492
63 9,9499 9,9505 99512 9,9518 9,9524 9,9530
64 99537 9,9543 9,9549 9,9555 9,9561 9,9567
65° 9,9573 9,9579 9,9584 9,9590 9,9596 9,9602
66 9,9607 9,9613 9,9618 9,9624 9,9629 9.9635
67 9,9640 9,9646 9,9651 9,9656 9,9661 9,9667
68 9,9672 9,9677 9,9682 9,9687 9,9692 9,9697
69 9,9702 9.9706 9,9711 9,9716 9,9721 9,9725
70° 9,9730 9,9734 9,9739 99743 9,9748 9,9752
71 9,9757 9,9761 9,9765 9,9770 9,9774 9.9778
72 9,9782 9.9786 9,9790 9.9794 9,9798 9,9802
73 9,9806 9,9810 9,9814 9.9817 9,9821 99825
74 9,9828 9,9832 9,9836 9.9839 9,9843 9,9846
75° 9,9849 9,9853 9,9856 9,9859 9. 9863 9,9866
76 9,9869 9,9872 9,9875 99878 9.9881 9,9884
77 99887 9,9890 9.9893 9,9896 9,9899 9,9901
78 9,9904 9,9907 9,9909 9,9912 9.9914 9.9917
79 9,9919 9.9922 9,9924 9,9927 9,9929 9,9931
80° 9,9934 99936 9,9938 9,9940 9.9942 9,9944
81 9,9946 9,9948 9,9950 9. 9952 9,9954 9,9956
82 9,9958 9. 9959 9,9961 9,9963 9,9964 9,9966
83 9,9968 9,9969 9,9971 9,9972 9.9973 9,9975
84 9,9976 9,9977 9.9979 9,9980 9,9981 9.9982
85° 9,9983 9.9985 9,9986 9,9987 9,9988 9,9989
86 9.9989 9,9990 9,9991 9.9992 9.9593 9. 9993
87 9,9994 9,9995 9.9995 9.9996 9. 9996 9,9997
88 9,9997 9,9998 9,9998 9,9999 9.9999 9.9999
89 99999 10,0000 10,0000  10.0000 10. 0000 10,0000
90° | 10.0000
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TABLA

1

0

x 10' 20' 30' 40 50'
0° 10,0000 10,0000 10,0000 10,0000 10,0000 10,0000
1 9,9999 9,9999 9,9999 9,9999 9,9998 9.9998
2 9,9997 9.9997 9.9996 9,9996 9,9995 9,9995
3 9,9994 9,9993 9,9993 9,9992 9,9991 9,9990
4 9.9989 9.9989 9,9988 9,9987 9. 9986 9.9985
5o 9,9983 9,9982 9,9981 9,9980 9,9979 9,9977
6 9.9976 9,9975 9,9973 9,9972 9.9971 9,9969
7 9.9968 9,9966 9,9964 9,9963 9.9961 9,9959
8 9,9958 9. 9956 9,9954 9.9952 9.9950 9.9948
9 9,9946 9.9944 9,9942 9,9940 9.9938 9,9936
10" 8,9934 9.9931 9,9929 9,9927 9,9924 9,9922
I 9,9919 9,9917 9.9914 9,9912 9.9909 9.9907
12 9,9904 9,9901 9,9899 9,9896 9,9893 9,9890
13 9.9887 9,9884 9,9881 9,9878 9,9875 9,9872
14 9. 9869 9,9866 9,9863 9,9859 9,9856 9,9853
15° 9.9849 9.9846 9,9843 9,9839 9.9836 99832
16 9,9828 9.9825 9,9821 9,9817 9,9814 9.9810
17 9.9806 9,9802 99798 9.9794 9,9790 9,9786
18 9.9782 9.9778 9.9774 9,9770 9,9765 9.9761
19 9.9757 9,9752 9.9748 9,8743 9.9739 9,9734
20° 9.9730 9,9725 99721 9,9716 9,9711 9,9706
21 9.9702 9.9697 9.9692 9,9687 9,9682 9. 9677
22 9,9672 9,9667 9.9661 9. 9656 9,9651 9. 9646
23 9. 9640 9. 9635 9,9629 9,9624 9,9618 9,9613
24 9.9607 9,9602 9,9596 9,9590 9,9584 9,9579
25° 9,9573 9. 9567 9.9561 9,9555 9. 9549 9,9543
26 9,9537 9,9530 9,9524 9,9518 9,9512 9,9505
217 9,9499 9,9492 9. 9486 9,9479 9,9473 9,9466
28 9.9459 9.9453 9. 9446 9,9439 9,9432 9. 9425
29 9.9418 9,9411 99404 99397 9,93%0 9,9383
30° 9,93756 9.9368 9,9361 9,9353 9,9346 9,9338
31 9,9331 9.9323 9,9315 9,9308 9,9300 9,9292
32 99284 99276  9,9268 9, 9260 99252 9,9244
33 9,9236 9,9228 9,9219 9.9211 9.9203 9,9194
34 9,9186 9.9177 9,9169 9,9160 9,9151 9.9142
35° 9,9134 9,9125 9,9116 9,9107 9,9098 9,9089
36 9,9080 9,9070 9.9061 99052 9,9042 9,9033
37 9,9023  9.9014 99004 98995  9,8985 98975
38 9. 8965 9.8955 9,8945 9,8935 9,8925 9,8915
39 9,8905 9,8895 9.8884 9,8874 9,8864 9,8853
40° 9,8843 9.8832 9.8821 9.8810 9,8800 9,8789
41 9,8778 9.8767 9. 8756 9,8745 9,8733 9,8722
42 9,8711 9.8699 9. 8688 9.8676 9,8665 9,8653
43 9. 8641 9.8629 9.8618 9. 8606 9.8594 9,8582
44 9. 8569 9. 8557 9.8515 9.8532 9.8520 9,8507
45° 9. 8495 9.8183 9.8169 9. 8457 9,8444 9.8431
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z 0" 10 2 30" 4 50"
45° 9,8495 9,8482 9,8469 9,845-T 9,8444 9.8431
46 98418 9. 8405 9,8391 9.8378 9,8365 9,8351
47 9,8338 9,8324 9.8311 98297 9.8283 9,8269
48 9,8255 9,8241 9,8227 9,8213 9,8198 98184
49 9,8169 9,8155 9.8140 98125 9,8111 9,8096
50° 9,8081 9,8066 9,8050 9,8035 9.8020 9, 8004
51 9,7989 97973 9.7957 9.7941 9.7926 9,7910
52 9,7893 9,7877 9,7861 9,7844 9,7828 9,7811
53 97795 9,7718 9.7761 9.7744 9,7727 9.7710
54 9. 7692 9,7675 9,7657 9. 7640 9,7622 9,7604
550 9,7586 9,7568 9,7550 97531 9,7513 9,7494
56 97476 9. 7457 9,7438 9,7419 9,7400 9,7380
57 9,7361 9,7342 9,7322 9,7302 9.7282 9.7262
58 9,7242 9,7222 9.7201 9,7181 9,7160 9.7139
59 9,7118 9. 7097 9,7076 9,7055 9,7033 9.7012
60° 9. 6990 9. 6968 9,6946 9.6923 9,6901 9.6878
61 9,6856 9,6833 9,6810 9,6787 9,6763 9. 6740
62 9,6716 9,6692 9,6668 9. 6644 9,6620 9. 6595
63 9,6570 9,6546 9,6521 9,6495 9.6470 9. 6444
64 9.6418 9.6392 9,6366 9,6340 9,6313 9. 6286
65° 9,6259 9,6232 9. 6205 96177 96149 9,6121
66 9.6093 9,6065 9,6036 9,6007 9.5978 9,5948
67 95919 9,5889 9,5859 9,5828 9,5798 85767
68 9,5736 9,5704 9,5673 9 5641 9,5609 9.5576
69 9,5543 9,5510 9,5477 9,5443 9,5409 9,5375
70° 9,5341 9,5306 9.5270 9.5235 9,5199 9.5163
71 9,5126 9,5090 9.5052 9,5015 9,4977 9,4939
72 9. 4900 9,4861 9,4821 9.4781 9,4741 9,4700
73 9,4659 9,4618 9,4576 9,4533 9,4491 9. 4447
74 9,4403 9,4359 9,4314 9.4269 9,4223 9.4177
75° 9,4130 9,4083 9,4035 9,3986 9,3937 9. 3887
76 9,3837 9,3786 9.3734 9,3682 9,3629 9,3575
7 9,3521 9,3466 9,3410 9,3353 9,3296 9,3238
78 9,3179 9,3119 9.3058 9,2997 9,2934 9. 2870
79 9. 2806 9,2740 9,2674 9. 2606 9,2538 9,2468
80° 9,2397 92324 9.2251 9,2176 9.2100 9,2022
81 91943 91863 9.1781 9.1697 9,1612 9,1525
82 9,1436 91345 9,1252 9.1157 9.1060 9.0961
83 9,0859 9,0755 9.0648 9,0539 9,0426 9,0311
84 9,0192 9,0070 8,9945 8,9816 8.9682 8. 9545
85° 8. 9403 8,9256 8,9104 8,8946 8.8783 8.8613
86 8. 8436 8,8251 8,8059 8,7857 8,7645 8,7423
87 8,7188 8. 6940 8,6677 8. 6397 8,6097 8,5776
88 8,5428 8,5050 8. 4637 8. 4179 8. 3668 8,3088
89 8. 2419 8,1627 8,0658 7,9408 7,7648 7.4637
90°
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x 0" 10 20 30 40 50'
0° - 7.4637 7.7648 79409 8. 0658 8,1627
1 8.2419 8,3089 8,3669 84181 8,4638 8,5053
2 8.5431 8.5779 8,6101 8,6401 8,6682 8. 6945
3 8,7194 8.7429 87652 8.7865 8.8067 8,8261
4 8,8446 8,8624 8,8795 8,8960 89118 8,9272
50 8,9420 89563 8,9701 8.9836 8,9966 9,0093
6 9.0216 9,0336 9,0453 9,0567 9,0678 90786
7 9,0891 9.0995 9,1096 9,1194 9.1201 9,1385
8 9.1478 9. 1569 9,1658 9.1745 9.1831 9,1915
9 91597 9,2078 9,2158 9,2236 9,2313 9,2389
10° 9,2463 9. 2536 9,2609 9,2680 9,2750 9.2819
1 9.2887 9,2953 9,3020 9,3085 9,3149 9,3212
12 9.3275 9,3336 9,3397 9,3458 9,3517 9,3576
13 9,3634 9,3691 9.3748 9,3804 9,3859 9,3914
14 9. 3968 9,4021 9,4074 9.4127 9,4178 9,4230
15° 9.4281 9,4331 9,4381 9.4430 9,4479 9,4527
16 9. 4575 9,4622 9,4669 9.4716 9,4762 9,4808
17 9,4853 9,4898 9.4943 9,4987 9,5031 9,5075
18 95118 9,5161 9,5203 9,5245 9,5287 95329
19 9,5370 9,5411 9,5451 9,5491 9,5531 9,5571
20° 9,5611 9.5650 9,5689 95727 95766 9.5804
21 95842 9.5879 95917 9,5954 9,5991 9.6028
22 9,6064 9,6100 9.6136 9,6172 9.6208 9,6243
23 9,6279 9,6314 9,6348 9,6383 9.6417 9,6452
24 9,6486 9.6520 9. 6553 96587 9,6620 9,6654
25° 9.6687 9,6720 9.6752 9,6785 9,6817 9,6850
26 9,6882 9.6914 9. 6946 9.6977 9,7009 9.7040
27 9.7072 9.7103 9.7134 9,7165 9,7196 9,7226
28 97257 9,7287 9.7317 9.7348 9.7378 9,7408
29 97438 9.7467 9,7497 9,7526 9,7556 9,7585
30° 97614 9.7644 9.7673 9,7701 9.7730 9,7759
31 9.7788 9.7816 9.7845 9,7873 97902 9,7930
32 9.7958 9,7986 9,8014 9,8042 9.8070 9. 8097
33 9,8125 9.8153 9.8180 9,8208 9.8235 9,8263
34 9.8290 9,8317 9. 8344 9,8371 9,8398 9. 8425
35" 9. 8452 9.8479 9,8506 9,8533 9,8559 9,8586
36 9.8613 9,8639 9. 8666 9,8692 9,8718 9,8745
37 9.8771 9.8797 9,8824 9,8350 9,8876 9,8902
38 9.8928 9.8954 9,8980 9,9006 9,9032 9,9058
39 9.9084 9.9110 9.9135 9,9161 9,9187 9,9212
40° 9.9238 9.9264 9,9289 9,9315 9.9341 9.9366
41 9.9392 9.9417 9.9443 9,9468 9,9494 9.9519
42 9. 9544 9.9570 9,9595 9.9621 9,9646 9,9671
43 9. 9697 9.9722 9.9747 9.9772 9.9798 9.9823
44 9.9848 9.9874 9.9899 9,9924 9.9949 9,9975
15° 10. 0000 10. 0025 10. 0051 10. 0076 10. 0101 10. 0126
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60°
61
62
63
64

65°
66
6'7

69

70°
71
72
73
74

750
76
77
78

80°
81
82
83
84

85°
87

88
89

90°

0 10’ 20’ 30’ 40 50’
10.0000 10,0025 10,0051 10,0076 10,0101 10.0126
10,0152 10,0177 10,0202 10,0228 10,0253 10.0278
10,0303 10.0329 10,0354 10,0379 10,0405 10,0430
10.0456 10,0481 10,0506 10.0532 10,0557 10,0583
10,0608 10,0634 10,0659 10,0685 10,0711 10,0736
10,0762 10,0788 10,0813 10,0839 10,0865 10,0850
10,0916 10,0942 10.0968 10,0994 10,1020 10,1046
10,1072 10,1098 10,1124 10,1150 10,1176 10,1203
10,1229 10.1255 10,1282 10,1308 10,1334 10,1361
10,1387 10.1414 10,1441 10,1467 10,1494 10,1521
10,1548 10,1575 10,1602 10.1629 10,1656 10,1683
10,1710 10,1737 10.1765 10,1792 10,1820 10,1847
10,1875 10,1903 10,1930 10,1958 10,1986 10,2014
10,2042 10,2070 10.2098 10.2127 10,2155 10,2184
10,2212 10,2241 10,2270 10.2299 10,2327 10,2356
10.2386 10,2415 10,2444 10,2474 10,2503 10.2533
10,2562 10.2592 10,2622 10,2652 10,2633 10,2713
10,2743 10,2774 10.2804 10.2835 10,2866 10,2897
10.2928 10,2960 10,2991 10,3023 10,3054 10,3086
10,3118 10,3150 10,3183 10.3215 10,3248 10,3280
10,3313 10,3346 10,3380 10,3413 10,3447 10,3480
10.3514 10,3548 10,3583 10,3617 10,3652 10,3686
10,3721 10,3757 10.3792 10,3828 10,3864 10,3900
10.3936 10,3972 10,4009 10,4046 10,4083 10,4121
10.4158 10.4196 10,4234 10,4273 10,4311 10,4350
10,4389 10,4429 10,4469 10,4509 10,4549 10,4589
10,4630 10,4671 10,4713 10,4755 10,4797 10.4839
10.4882 10,4925 10,4969 10,6013 10,5057 10,5102
10.5147 10,5192 10,5238 10,5284 10.5331 10,5378
10,5425 10.5473 10,5521 10,5570 10,5619 10,5669
10,5719 10,5770 10,5822 10,5873 10,5926 10.5979
10.6032 10,6086 10,6141 10,6196 10,6252 10,6309
10.6366 10,6424 10,6483 10,6542 10,6603 10,6664
10,6725 10,6788 10,6851 10.6915 10,6980 10,7047
10,7113 10,7181 10,7250 16.7320 10,7391 10,7464
10.7537 10,7611 10,7687 10,7764 10,7842 10,7922
10,8003 10,8085 10.8169 10.8255 10,8342 10,8431
10,8522 10,8615 10,8709 10,8806 10.8904 10,9005
10,9109 10,9214 10,9322 10,9433 10.9547 10,9664
10,9784 10,9907 11,0034 11,0164 11.0299 11,0437
11.0580 11,0728 11,0882 11,1040 11,1205 11.1376
11,1554 11,1739 11.1933 11,2135 11,2348 11,2571
11,2806 11,3055 11,3318 11,3599 11,3899 11,4221
11.4569 11,4947 11,5362 11.5819 11,6331 11,6914
11,7581 11.8373 11.9342 12,0591 12,2352 12,5363
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Fracciones de

Radianes Grad. Min.  Seg. grado
1 57" 170 448" 57,2958°
2 114" 35 29.6“ 114,5916°
3 171" 53 144" 171,8873°
4 229" 10° 59.2" 229,1831°
5 286" 28  44,0” 286,4789°
6 343" 46’ 288" 343,7747°
7 401" 4 136" 401,0705¢
8 458° 2 1 584" 458,3662°
9 515" 39’ 433" 515,6620°

10 572° 5 7' 28" 572,9578°

0,1 5" 43 465"

02 1 27 330"

0.3 17" [N 194"

0,4 22" 55 59"

0,5 28" 38 H24"

0.6 34" 220 389"

0,7 40° 6 254

08 45" 50' 11,8

0,9 51" 33 583"

0.01 0" 34 228"

0,02 1° 8 453"

0.03 1" 43 79"

0.04 2" 17 30,6

0.05 2" 51 532"

0,06 3" 26 159"

0,07 4 0 385"

0.08 4" 35 1,2"

0.09 5" 9 238"

0,001 0° 3 263"

0,002 0° & 5h25”

0,003 0" 100 188"

0,004 0° 13 451"

0,005 o 177 113"

0,006 0" 20 87.6”

0,007 0° 24 39

0,008 0° 27 301”

0,009 0° 30 564"

0,0001 0" 0 206"

0,0002 0° 0 413"

0,0003 0° v 1,97

0,0004 0° 1 225

0,0005 0° 1 4317

0,0006 0° 2 38"

0,0007 0° 2 24.4¢

0.0008 0° 2 450"

0,0009 00 3 56




TABLA
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Grados Radianes
1° 0,0174533
2° 0,0349066
3° 0,0523599
4° 0. 0698132
50 0,0872665
6° Qo47198
7° 0,1221730
8° 0,1396263
9° 0.1570796
10° 0,1745329
M nut os Radi anes
1 0,00029089
2" 0,00058178
3" 0,00087266
4t 0,00116355
5" 0,00145444
6" 0.00174533
T 0,00203622
8" 0,00232711
9" 0,00261800
10" 0,00290888
Segundos Radi anes
1" 0,0000048481
2" 0,0000096963
3" 0.0000145444
4" 0,0000193925
5" 0,0000242407
6" 0,0000290888
7™ 0,0000339370
8" 0,0000387851
9" 0,0000436332
10" 0,0000484814

223




TABLA

15

[P
mbo'“l

1,3

15
1.6
17
18
1.9

2,0
2,1

24

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0, 00000 0,00995  0,01980 0.02956 0,03922 0,04879  0,05827  0.06766 0,07696  0.08618
0.00531  0,10436  0,11333 0,12222 0,13103 013976  0.14842 015700 0,16551  (,17395
0.18232 0.19062 0,1 9885  0,20701 0,21511 022314 023111  0.23902 024686  0,25464
0.26236  ©,27003 027763 028518 0.29267 0.30010  0,30748  0.31481  ©0,32208  0,32930
0. 33647 0.34359 0.35066 0.35767 0,36464 0,37156 0,37844 038526 039204  0,39878
0,40547 041211 041871 0.42527 043178 0,43825 0,44469 045108  0,45742  0.46373
047000  0.47623 0.48243  0,48858 0,49470 050078 050682 051282 0,51879  (,52473
0.53063  0.53649 (54232 054812 0.55389 055962 0,56531 057098 057661 058222
058779 059333 059884  0.60432 0,60977 0.61519 0,62058 0,62594  0,63127  0.63658
0.64185  0.64710 065233 065752 066269 0.66783 ,67294 067803 0,68310 0,68813
0.69315 069813 070310 0,70804 071295 0,71784 0,72271 072755 0,73237  0,73716
074194 074669 0.75142 0.75612 0,76081 0,76547 0,77011  0,77473 077932 078390
0. 78846 0.79239 0,79751 0,80200 0,80648 081093 (81536 081978  0,82418  (,82855
0.83201  0,83725 0.84157 0.84587 085015 085442 085866 086289 086710 0,87129
0.87547  0,87963 0.88377  0,88789 0,89200 0,89609  0.90016 090422  0,90826 0,91228
0.91629 0,92028 0.92426 092822 093216 (,93609 094001 (94391 094779  0.95166
0.95551  0,95935 096317 096698 0,97078 0.97456  0.97833 098208 0,98582  0,98954
0.99325  0.99695 1.00063 1,00430 1.00796 101160 1,01523 101885 1,02245 102604
1,02062 1.03318 1,03674 1,04028 104380 1,04732 105082 105431 LO6779  1,06126
1.06471  1,06815 1.07158 1.07500 1,07841 1.08181  L0B519 138856  1.09192 1,09527
1.09861 1.10194 1.10526 1.10856 1111186 1,11514 1,11841 1,12168 1,12493 1,12817
113140 1.13462 113783 114103 1,14422 114740 1,1E057 1,186373  1.15688 1,16002
1,16315 1.16627 1,16938 117248 117557 1.17865 118173 118479 1,18784 1319089
1,19392  1.19695 1,19996  1,20297 1,20597 1.20896  1.21194 1,21491  1.21788 1,22083
1,22378  1,22671 1.22964  1,23256 1,23547 1,23837 1,24127 1,24415  1,24703  1,24990
1. 25276 1.25562 1,25846 126130 1,26413 1,26695 126976 1,27267 127536 127815
1,28093  1.28371 1.28647 128923 1,29198 1.29473  1,29746  1,30019  1.30291 1,30563
1.30833 131103 1.31372  1,31641 1,31909 132176 1,32442  1,32708 1,32972 1,33237
1. 33500 1.33763 1.34025 1,34286 1,34547 1,34807 135067 135325 1,35584 135841
1,36098  1.36354 1.36609 1.36864 1,37118 1,37372 1.37624 137877 1,38128  1,38379
1,38629 138879 139128 1,39377 1,39624 1,39872 140118  1,40364 140610 1,40854
1.41099 1.41342 141585 1,41828 1.42070 1,42311 142552 142792 143031 143270
1. 43508 143746 143984 144220 144456 1.44692 144927 145161 145395  1,45629
1. 45862 146094 1.46326 1,46557 146787 1,47018 1,47247 147476 147705 147933
1. 48160 148387 1.48614 148840 149065 1,49290 1,49515 1,49739 1,49962 150185
1.50408 1.50630 1.50851  1,51072 1,51293 151513 1,51732 151951 1562170 152388
1.52606 1.52823 1.53039  1,53256 1,53471 1.53687  1.53902 1.54116 154330 154543
1.54756 154969 1,55181 1.55393 1.55604 1,55814 1,56025 156235 156444 1. 66653
1. 56862 1.57070 1,57277 1.57485 157691 157898 1,58104  1.58309 1,58515 158719
1.58924  1.59127 1.59331  1.59534 1.59737 1,59939  1.60141 1,60842  1,60543 160744

In 10 = 2.30259 41n 10 = 9.21034 71010 = 16,11810

21n 10 = 4.60517 5in10 = |1.61293 8 In 10 = 18,42068

31n10 = 6.90776 61n10 = 1381551 9 1n10 = 20.72327
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x 0 1 2 3 4 5 i 7 8 9
50 11,60044 L6144 §61343 1,61542 161741 161939 162137 162334 1.62531  1.62728
51 |[1,62924 1,63120 1,63315  1.63511 1.63705 163900  1,64094  1.64287 164481  1.64673
5.2 | 1,64866  1.65058 1,65250  1,65441 165632  1.65823 1.66013  1.66203 1.66393 1. 66582
53 [ 1,66771 166959 167147 1.6733%5 1.67523  1.67710 1.67896 1.68083  1.68269 1. 68455
5.4 [ 1,68640  1.68825 19010  1.69194  1.69378 1. 69562 1,69745  1.69928  1.70111 1.70293
55 | 1,70475 1,70656 170838 1,71019 1,71199 171380  1,71560 171740  1,91919  1.72098
5.6 | 1.72217 1,72455 172633 172811  1.72988 1.73166 1.73342 173519 173695 173871
5.7 [1,74047 1,74222 174397 174572  1.74746 1.74920 1. 75094 1. 75267 1.75440 1.75613
58 [1,7578 175958 176130 1.76302 176473  1.76644  1.76815 1. 76985 1.77156 1.77326
59 | 1,77495  1,77665 177834 178002  1,78171  1,78339  1.78507 178675  1.78842 1,79009
60 | 1,79176 179342  1,79509 1,79675 179840  1,80006  1.80171 1,80336 180500  1,80665
61 | 1,80829  1.80993 1,81156  1,81319 181482 181645 181808  1.81970  1,82132 182294
62 | 182455 1,82616 182777  1,82938  1,83098  1.83258 1.83418 1,83578  1,83737 1,83896
63 | 1,84055 1,84214 1,84372 1.84530 1,84688  1.84845  1,85003 185160  1.85317 1,85473
64 | 1.85630 1,85786  1.85042 1,86097 1,86253  1.86408 1,86563  1,86718  1,86872  1.87026
6,6 | 1.87180  1,87334  1.87487 187641  1.877% 1.87947 1. 88099 1.88251  1,88403  1,88555
6,6 | 1,88707  1.88858 1,89010  1.89160 1,89311  1,89462  1.89612 1.89762 1,89912  1,90061
6,7 [ 1,90211  1,90860  1,90509  1.90658 1,90806  1.90954 1.91102 191250  1.91398 1.91545
6.8 | 1,91692 191839 191986 1.92132 1,92279 192425 1.92571 192716 192862  1,93007
6,9 | 193152 1,93297  1.93442 193586  1,93730 1.93374  1.94018 1,94162  1.94305  1.94448
7.0 | 1,94591  1,94734 194876 195019 1.95161 1.95303  1,95445  1.95586 1.95727 1. 95869
7,1 | 1,96009 196150 196291 196431  1.96571 1,96711 1,96851  1,96991 1.97130  1,97269
7.2 | 1,97408 197547 197685 197824 197962 1. 98100 1,98238 1,98376 1.98513  1,98650
7.3 | 1,98787 198924 199061 199198  1.99334 1,99470  1,99606  1,99742  1a99877  2,00013
7.4 | 2,00148 2,00283 2,00418 200553 2,00687 2.00821  2,00956  2,01089  2.01223 2.01357
7.5 | 2,01490 2.01624  2,01757  2.01890 202022  2,02155 202287 202419  2.02551 202683
7.6 | 2.02815 2,02946  2,03078  2.03209 208440  2,03471  2.08601 2,03732  2,03862  2.03992
7.7 | 204122 2,04252  2,04381 2,04511  2.04640 2,04769  2.04898 2,05027 2,05156  2,05284
7.8 | 2.056412  2,05540  2.05668 2.05796  2.05924 2,06061  2.06179 206306  2.06433 2,06560
7,9 | 2,06686  2,06813 2,06939 207065  2.07191 2.07317 2,07443 207568  2.07694 2,07819
8,0 | 207944 208069 208194 208318 2.08443 2,08567 208691 208815  2,08939 209063
81 | 200186 2,09310  2.09433 2,09556  2.09679 209802 2.09924  2,10047 210169 210291
82 | 210413 210535 2.10657  2.10779 210900 2,11021 2.11142 211263 211384  2.11505
83 | 2,11626 2,1174¢ 211866 2,11986  2.12106 212226 2,12346 212465 212585  2,12704
8.4 | 2,12823 212942 2.13061  2.13180 213298 213417 2.13535 213653 213771 213889
8.5 | 214007 2.14124 214242 214359 214476  2,14593  2,14710  2.14827 2,14943  2,15060
86 | 215176 215292 215409 216524 2,15640 215756 215871 215987  2,16102 216217
87 | 216332 2,16447 2,16562 2,16677 216791 216905 217020 2,17134  2.17248 2,17361
88 | 217475 2,17589 217702 217816  2,17929  2,18042 218155  2,18267  2.18380 2,18493
89 | 218605 218717 218830 218942 219054 219165 2.19277 219389  2.19500 2,19611
9.0 | 219722 219834 219944 220055  2,20166  2.20276  2.20387 2,20497 220607 220717
91 | 220827 220937 221047 221157 2,21266 2.21375 221485  2.215%4 221703  2.21812
9.2 | 221920 222029 2.22138 299246 222354  2.22462 2.22570 2,22678  2,22786 2.22894
93 | 223001 223109 223216 223324  2.23431 2.23538  2,23645 223751  2,238568  2,23965
9.4 | 224071 224177 224284 224390 2,24496 224601 224707  2.24813 2.24918 2. 25024
95 | 2,25129 215234 2025339 225444 2,25549 225654  2.25759 2.25863 225968  2.26072
9.6 | 2,26176 226280 226384 226488 226592  2.266% 2,26799  2.26903 2. 27006 2.27109
9.7 | 221213 2,27316  2.27419 2.27521 227624 227727  2.21829 2.27932 228034  2.28136
9.8 | 2,28238 228340 228442 228544  2.28646 228747 2.28849 2928950 229051 229152
9.9 | 2.29253 2.29354 299455 229556  2,29657  2.29757 2.29858 2. 29958 2.30058 2,30158
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TABLA

1o

2 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0,0 | 1, 0000 10101 1,0202 10305 1.0408 1,0513  1.0618 1,0725  1,0833 1,0942
01 | 11052 11163 11275 11388 1.1503 1,1618 11735  1.1853 1.1972 1,2092
02 | 19214  1.2337 1,2461 12586 12712 1,2840 12969 13100 1,3231  1,3364
0,3 1,349s 1.3634 .31 1,3910 1,404s 1,4191 1,4333 1,4477 1.4623 14770
0.4 1,4918 15068 1.5220 1,5373 15527  1,5683 1,5841 1,6000 1,6161 1,6323
05 [ 1,6487  1,06653 16820 16989  1,77160 1,7333 17507 17683  1,7860  1.8040
06 | 1,8221  1,8404  1.8589 1,8776 18965 19155  1,9348  1.9542 19739 19937
07 | 20138 20340 20544  2,0751 2,095 21170  2,1383 21598 21815 22034
08 | 2,2255 22475 22705  2,2033 23164 23396 23632 2389 2 410s 243851
09 | 2459 2,4843 25093 25345 255600 25857 26117 26379  2,6645  2.6912
1,0 | 27183 27456 27732 28011 28292 28577  2,8864  2,9154 29447 29743
1.1 | 3.0042 30344  3.0649 3.0957 31268 3,582  3.1899 82220 32544 32871
1.2 | 33201 33535 33872 34202 34556 34903 35254 35609 35966  3,6328
1,3 | 36693  3.7062 3.7434 37810 38190  3.8574 3.8062 39354 3 074s 4,014s
1.4 | 4,0552  4.0960 41371 4,1787 42207 42631 43060 43492  4.3929 44371
15 | 44817  4.57 45722 46182 46646  4,7115 47588 48066  4,8550  4,9037
16 [ 4,9530  5.0028 50531 5103 51552 52070 52593 53122 5365 54195
1,7 | 5473 5, 5290 55845 56407 56973 57546 58124  5.8709 5029 5.9895
1.8 | 6.0496 61104 61719 62339 62965 63508  6.4237 64883 65535  6,6194
1.9 6,6859  6,7531 6.8210  6,8895 6.9588 70287 17,0993 71707  7.2427 7,3155
20 | 73891 74633 75383 76141 7.6906 77679 78460 79248  8,0045  8.0849
21 | 8.1662 8,2482  8.3311 84149 84994  8.5849 86711  8,7583 88463 89352
22 | 9,0250 91157 9,2073  9.2999 9.3933 9,4877 95831 96794 97767  9.8749
23 | 9 9742 10,074 10,176 10,278 10,381 10, 486 10,591 10, 697 10, 805 10,913
24 | 11,023 11,134 11,246 11, 359 11,473 11,588 11,705 11,822 11,941 12,061
25 | 12,182 12,305 12,429 12,554 12,680 12,807 12,936 13,066 13,197 13,330
26 | 13 464 13,599 13,736 13,874 14,013 14,154 14,296 14, 440 14,585 14,732
27 | 14,880 15.029 15,180 15,333 15, 487 15, 643 15, 800 15, 959 16,119 16,281
28 | 16.445 16,610 16.777 16,945 17,116 17,288 17,462 17,637 17,814 17,993
29 | 18174 18, 357 18.541 18,728 18,916 19. 106 19,298 19,492 19,688 19, 886
3,0 | 20,086 20, 287 20,491 20,697 20, 905 21,115 21,328 21,542 21,758 21,977
31 [ 22,198 22.421 22.646 22.874 23,104 23,336 23,571 23,807 24,047 24,288
32 | 24533 24,779 25.028 25, 280 25,534 25,790 26, 050 26,311 26.576 26,843
3.3 | 27,113 27.385 27. 660 27,938 28,219 28.503 28,789 29,079 29,371 29, 666
3.4 | 29,964 30, 265 30. 569 30,871 31,187 31, 500 31,817 32,137 32,460 32,786
35 | 33115 33,448 33.784 34,124 34,467 34,813 35,163 35,517 35,874 36,234
3.6 | 36.598 36. 966 37.338 37,713 38,092 38,475 38,861 39, 252 39, 646 40, 045
3.7 | 40,447 40. 854 41,264 41,679 42,098 42,521 42.948 43,380 43,816 44,256
3.8 | 44,701 45.150 45, 604 46.063 46.525 46,993 47, 465 47,942 48.424 48,911
39 49,402 49,899 50. 400 50, 907 51,419 51,935 52,457 52, 985 53,517 54,055
4, 54,598 FO. 340 66.686  73.700 81.451 90, 017 99, 484 10995 121,61 134,29
5, 148,41  164.02 181,27 200. 34 221. 41 244, 69 270,43 298,87 330,30 365,04
6. 403.43 445,86 492.75 544,57 601. 85 665,14 73510 812,41 897,85 99227
1. 1096. 6 1212.0 1339.4 1480. 3 1636.0 1808.0 19982 22083 24406 26973
8, 2981.0 32945 36410 4023.9 4447.1 4914.8 5431.7 6002 9  6634,2 73320
9, 8103.1 8955. 3 9897.1 10938 12088 13360 14765 16318 18034 19930
10, 22026
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TABLA

| V4

x 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0,0 |[1, 00000 0,99005 0,98020 097045 0.96079 095123 0,94176  0.93239  0,92312  (,91393
01 10,90484 089583 0,88692 087810 0,86936 086071 0,85214 0,84366  0.83527 0,82696
02 |[081873 081058 080252 079453 0,78663 0.77880 0,77105 0,76338  0,75578  (.74826
0,3 [074082 073345 072615 071892 0.71177  0.70469 0,89768 0,69073 0,68386  0,67706
04 (067032 0,66365 0.65705  0,65051 0,64404 063763 0,63128 0,62500 0,61878  0,61263
0,5 . 60653 0,60050 0.59452 0,568860 0,58275 0.57695 0,57121 0,56553  0,55090 0.55433
06 |054881 054335 0.53794 0.53259 052729 052205 0,51685 051171 0,50662  0.50158
07 (049859 0,49164 048675 048191 047711 047237 0,46767 0.46301 0,45841 0,45384
08 [0,44933 044486 044043 0,43605 043171 042741 0.42316 041805 0.41478  0,41066
0.9 [0,40657 040252  0,39852 0,39455 0.39063  0.38674  0,38289  0.37908  0,37531  0.37158
1,0 |0.36788 0.36422 0,36060 0,85701 035345 0.34994 0,34646 034301 0,33960 0,33622
11 0 33287 0,32956 0.32628 0,32303 031982 031664 0,31349 0.31037  0.30728  0,30422
1,2 0,30119 0.29820 0.29523 0,29229 0.28938 0. 28650 0,28365 0.28083  0.27804  0.27527
1,3 027253 026982 0.26714 026448 026185 025924 0,25666 0.25411 0,25158  0,24908
1,4 [0.24660 0,24414 0.24171 0.23931  0.23693  0,23457 0.23224 0.22993 0,22764  0,22537
1,5 [0.22313 0,22091 021871 021654 021438 021225 0,21014 0,20805 020598 0,20393
16 [0,20190 0,19989 0.19790 019593 (,19398 0,19205 0.19014 0,18825 0,18637 0,18452
1,7 p.18268 0,18087 0.17907 017728 (17552 017377 0.17204  0,17033 0,16864  0.16696
18 [0,16530 0,16365 0.16203 0,16041 0,15882 015724 0,15567 0,15412 (,15259  0.15107
1,9 0,14957 0,14808 0.14661 0,14515 0,14370 0,14227 0,14086 0,13946 0.13807 0,13670
2,0 1018534 013399 0.13266 0,13134 0,13003 0.12873 0,12745 0,12619 0,12493 0,12369
21 (012246 012124 012003 0,11884 0,11765 0.11648  0.11533 011418 011304 0,11192
2,2 011080 Q70 0,10861 0.10753 0.10646 QJCB40 0,10435 010331 010228 QIOL27
2,3 D.10026 009926 0,09827 0,09730 0.09633  0,09537 0,09442 0,09348 0,09255  0.09163
2,4 [0.09072 0,08982 0,08892 0,08804 0,08716 0,08629 0.08543 0,08458 0,08374  0,08291
2,5 0,08208 0.08127 0.08046 0.07966  0,07887 0,07808 0.07730 0076564 0,07577 0,07502
2,6 [0.07427 0,07353 0,07280 0,07208 0,07136 0,07065 0,06995 0.06925  0,06856 0,06788
27 (006721 006654 006587 0,06522 006457 0.06393 0.06329  0.06266  0,06204 0,06142
28 (006081 0,06020 0,05961 0.0501  0,05843 005784 0.05727  0,05670 005613 0,05558
29 005502 0,05448 0,05393 0.05340 0,05287 0.05234  0,05182 0,05130  0,05079  0.05029
3,0 [0,04979 0.04929 0.04880 0,04832 0.04783 0,04736 0.04689 0.04642 0,04596 0,04550
31 004505 0,04460 004416 0.04372 004328 0,04285 0,04243 0,04200 0.04159 0,04117
32 (0,04076 0,04036 003996 003956 0,03916 0.03877 0,03839 0.03801 003763 0,03725
3,3 [0.03688 0,08652 003615 003579 003544 0.03508 0,03474 (,03439 003405 0.03371
34 0.03337 0,03304 003271 003239 0.03206  0,03178 0.03143 0.03112 0.0308L  0,03050
3,5 (003020 0,02990 0.02960 0,02930 0.02901  0,02872 0.02844 0,02816 0,02788  0.02760
3,6 |0.02732 0,02705 002678 002652 0,02625 0,02599 0. 02573 0,02548 0.02522  0.02497
3,7 (002472 0,02448 002423 002399 002375  0,02352 0,02328 0.02305  0,02282 0.02260
38 002237 0,02215 002193 002171 002149 002128 0.02107 0,02086 0.02065  0,02045
3,9 002024 0.02004 0,01984 0.01964 0,01945 0,01925 0,01906 001887 0.01869 0,01850
4. 0,018316 0.016573 0,014996 0.013569 0,012277 0,011109 0,010052 0,0290953 0,0282297 0,027446¢
5, 0,0267379 0.0' 60967 0,0255166 0,0249916 0,0245166 0,0240868 0,0236979 0,0233460 0,0230276 0,0227394
6, 0,0224788 0,0222429 0,0220294 0,0218363 0,0216616 0,0215034 0,0213604 0,0212309 0,0211138 0,021007¢
1. 0,0391188 0,0382510 0,0374659 0,0367554 0,0361125 0,0355308 0.0350045 0,0345283 0,0%40973 0,0337074
8, 0,0333546 0,0330354 0,0327465 0,0324852 0,0322487 0,0320347 0,0318411 0,0°16659 0,0315073 0,031363¢
9, 00312341 0.0311167 0,0%10104 0,0'91424 0,0482724 0.0s74852 0,0167729 0,0461283 0,0*55452 0,045017¢
0,  0,0%45400
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TABLA

18.

% 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
00 | 00000 00100 0,0200  0,0300 0,0400 0,0500  0,0600  0,0701 0,0801 0,0901
01 [ 01002 01102 0,1203  0,1304 0,1405 01506  0,1607 01708  0,1810  0.1911
0,2 0,2013 0,2115 0,2218 0,2320 0,2423 0. 2526 0,2629 0,2733 0,2837 0,2941
03 | 03045 03150 0.3255 0,3360 0,3466 03572  0,3678 03785  0.3892 0,4000
04 | 0.4108 0.4216 0.4325 0. 4434 0. 4543 04653  0,4764 04875  0.4986 0,5098
0.5 0.5211 0,5324 0,5438  0,5552 0,5666 0,5782  (.5897 0,6014 06131  0.6248
0,6 | 0.6367 0,6485 06605  (.6725 0,6846 0,6967 06,7090  0,7213  0.7336 0,7461
0.7 | 07586 00,7712  0,7838  0,7966 0,8094 0,8223  0,8353 08484 08615  0,8748
08 | 08881  0,9015 09150  0,9286 0,9423 0. 9561 0.9700 09840 09981 10122
0.9 1,0265  1,6409  1,0554 1.0700 1,0847 1,0995 11144 1.1294 1. 1446 1.1598
1.0 1,1752 1,1907 1,2063 1.2220 1,2379 1,2539 1,2700  1,2862 1,3025  1,3190
11 1,3356  1.3524 1,3693  1,3863 1,4035 14208 14382 14558 14735 14914
1,2 1.5095 1,5276  1,5460 1.5845 1,5831 16019 16209 16400 1,6598 16788
1,3 | 1.6984 1,7182 1,7381  1,7583 1,778 17991  1,8198 18406  1,8617  1,8829
1,4 | 19043 19259  1,9477 1,9697 19919  2,0143  2,0369  2.0597 2,0827 21059
15 | 21293 21529  2.1768 2,2008 2,2251 2. 2496 22743 22993 23245 23499
1,6 | 23756 24015 24276 24540  2,4806 2,5075  2.5346 25620  2,6896  2,6175
1.7 | 26456 26740 27027 2.7317 2,7609 27904 28202 28503 28806 29112
18 | 29422  2.9734 30049 3,0367 30689  3.1013 31340 31671 3.2005  3,2341
19 | 32682  3.302% 3.3372 3,3722 34075 34432 3.4792 35156 35523  3,5894
2.0 3,6269 3.6647 3,7028 3.7414 3,7803 38196 3,8593 3,8993 3,9398 3,806
21 | 4.0219 4.0635 41056  4,1480 41909  4.2342 42779 43221 43666 44116
2.2 44571 4,5030 4,5494 45962  4,6434 4.6912 47394 47880 48372  4.8868
2.3 | 4.9310 4,9876 5, 0387 5. 0903 5.1425 51951 52483 53020 53562 54109
2.4 5. 4662 5.5221 5,5785 56354 56929 57510 5. 8097 58689 59288 5. 9892
2,5 | 6.0502 6.1113 6.1741 6. 2369 6.3004 6. 3645 6,4293 6. 4946 6,5607  6.6274
2.6 G 6947 6.7628 6.8315 6. 9008 6.9709 7.0417 71132 7,1854 7.2583 7,3319
2.1 7,4063 7.4814 7.5572 7.6338 7.7112 7,7894 7.8683 7,9480 8,0285 81098
2.8 8.1919 3.2749 8. 3586 8. 4432 8.5287 8.6150 8,7021  8.7902 88791  8,9689
2.9 9.0556 91512  9.2437 33371 9. 4315 9.5268 9,6231  9.7203 9.8185 99177
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0

1

2

T 3 4 5 6 7 8 9
20 10,018 10,119 10.221 10,324 10, 429 10, 534 10, 640 10,748 10, 856 10, 966
31 11,076 11,188 11,301 11,415 11,530 11,647 11,764 11,883 12,003 12,124
32 12, 246 12,369 12,494 12,620 12,747 12,876 13,006 13,137 13, 269 13,403
33 13,538 13,674 12,812 13,951 14,092 14,234 14,377 14,522 14.668 14,816
34 14,965 15,116 15, 268 15,422 15,577 15,734 15,893 16. 053 16.215 16,378
35 16,513 16, 709 16,877 17,047 17,213 17,392 17,567 17, 744 17,923 18,103
3.6 18, 285 18,470 18, 655 18, 843 19, 033 19,224 19,418 19, 613 19, 811 20,010
3,7 20,211 20,415 20,620 20,828 21,037 21,249 21,463 21,679 21,897 22117
38 22,339 22,564 22,791 23,020 23,252 23,486 23,722 23,961 24,202 24, 445
89 21.691 24,939 25,190 25, 444 25,700 25,958 26,219 26,483 26,749 27,018
40 [ 27,29 27,564 27,842 28,122 28, 404 28,690 28,979 29,270 29, 564 29, 862
41 30, 162 30, 465 30,772 31,081 31,393 31,709 32,028 32,350 32,675 33, 004
4,2 33,336 33,671 34,009 34,351 34, 697 35,046 35,398 35, 754 36,113 36,476
4,3 36, 843 37,214 37,688 37,965 38,347 38,733 39,122 39,515 39,913 40.314
4.4 40,719 41,129 41,542 41, 960 42,382 42,808 43,238 48673 44,112 44,555
4.5 45,003 45,455 45,912 46,374 46,840 47,311 47,787 48,267 48,752 49,242
4,6 49,737 50, 237 50, 742 51,252 51,767 52,288 52,813 53,344 53, 880 54,422
4,7 54, 969 55, 522 56, 080 56, 643 57,213 57,788 58, 369 58, 995 59, 548 60,14
4,8 60, 751 61, 362 61,979 62, 601 63,231 63, 866 64,508 65, 157 65, 812 66.47:
4,9 67,141 67,816 68, 498 69, 186 69, 882 70, 584 71,293 72,010 72,734 78,46¢
50 | 74203 74,949 75, 702 76, 463 71,232 78,008 78,792 79,584 80,384 81,192
5.1 82,008 82,832 83, 665 84,506 85, 355 86, 213 87,079 87,955 88,839 89.73:
52 | 90,633 91. 544 92, 464 93,394 94,332 95, 281 96,238 97, 205 98,182 99,16¢
5,3 100,17 101,17 10219 103,22 104,25 105,30 106,36 107,43 108,51 109,6(
54 | 11070  111.81 112,94 114,07 115.22 116. 38 117,55  118.73 119,92 1211
55 | 122,34 123,57 124,82 12607 127,34 128.62 129.91 131,22 132,55 1338
5.6 | 13521 13657 137,94 139,83 140,73 142,14 143.57 14502 14647 1479
5.7 149,43 150,93 15245 153,98 155,53 157,09 158,67 160. 27 161,88 163.5:
58 | 16515 166,81 16848 170,18 171,89 173.62 175.36 17712 17890 180,
59 | 18252 184,35 186,20 188,08 189,97 191,88 193,80 195.75 197,72 199.7:
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TABLA

0,0
0,1

0,3
0.4

0.5
0,6
0,7
08
0,9

10
11
1,2

14

1,5
1,6
17
18
19

2,0
21
22
2,3
2,4

25
27

28
29

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
1.0000 1.0001 1,0002 1.0005 1,0008 1.0013 1,0018 1,0025 1,0032 1.0041
L0050 1,0061 1.0072 1,0085 1.0098 1.0113 1,0128  1.0145 1,0162 1,0181
1,0201  1,0221  1.0243 1,0266 1,0289  1.0314 1,0340 1,0367  1.0395 1,0423
1,0453 1.0484 1,0516 1,0549 1,0584 1,0619 1,0655  1,0692 1,0731 1,0770
1,0811  1,0852 1,0895 L0939 1,0984 11030  1,1077  1,1126  1,1174  1.1225
1.1276 1.1329 1,1383  1,1438 1,1494 11561  1,1609 11669  1,1730 1,1792
1,1855 1.1919 1,1984 1.2051 1,2119 1,2188 1,2258 1,2330 1,2402 1.2476
1,2552 1,2628 1,2706 1,2785 1,2865 1,2947 1,3030 1,3114 1,3199 1,3286
1,3374  1.3464 1.3555 1,3647 1,3740 1,3835 13932  1,4029  1,4128  1,4229
1.4331 1,4434 1.4539 1.4645 1,4753 14862  1,4973 1.5085 1.5199 1.5314
1,5431  1,5549 15669 1,5790  1,5913 1.6038  1.6164 1,6292 11,6421 1.6552
1,6685 1,6820 1,6956 1,7093 1,7233 1.7374 1,7517 1,7662 1.7808 1,7957
1,8107 1,8258 18412  1,8568 1,8725  1,8884  1,9045  1,9208 1.9373  1,9540
1.9709 1,9880  2,0053 20228 2.0404 20583 2.0764 2,0947  2,1132 21320
2,1509 21700 21894 22000  2,2288 2.2488 2.2691 2,2896  2,3103 23312
2,3524  2.3738 2,3955 24174 24395 24619  2,4845 25073  2,5305  2,5538
26775 26013 2,6255  2,6499 2,6746 2.6995 27247 2,7502 2,7760 2.8020
28283 28549 28818 29090 29364 20642 29922  3,0206  3.0492 3,0782
31075  3.1371 3,1669  3,1972 32277 32585  3.2897 33212  3,3530  3,3852
3.4177 3.4506  3.4838 35173 35512  3,5855  3,6201 36551  3.6904 3,7261
3,7622 3,7987 3,8355 3,8727 3,9103 3,9483 3.9867 4,0255 4.0647 4,1043
41443  4,1847  4.2256 4.2669 4.3085 4,3507  4,30832 44362 44797  4,5236
45679  4,6127  4.6580 4,7037  4.7499 4,7966  4.8437 48014 49395  4,9881
5,0372 5,0868 5.1370 5,1876 5,2388 52905 53427  5,3954 5.4487 5,5026
55669  5,6119 5.6674 5,7235 5.7801 5.83'73  5.8951 5.9535  6,0125  6,0721
6,1323  6,1931 6.2545 6.3166 6.3793 6,4426 65066  6,5712  6,6365 6,7024
6,7690 6.8363 6.9043 6.9729 7.0423 7.1123 7.1831 7,2546 7.3268 7,3998
7.4735 7.5479 7.6231 7.6991 7.7758 7.8533 7.9316 80106  8,0905  8.1712
82527  8,3351 8.4182 6.5022 8,5871 8.6728 8.7594 88469 89352  9,0244
9,1146 9,2056 9,2976 9,3905 9.4844 9.5791 9.6749 9,7716 9.8693 9.9680




% 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

3.0 10,068 10,168 10,270 10,373 10,476 10,581 10,687 10.794 10,902 11,011
3s 11,121 11,233 11,345 11,459 11,574 11,689 11,806 11.925 12.044 12.165
3,2 12,287 12,410 12,534 12,660 12,786 12,915 13,044 13.175 13,307 13.440
3.3 13,575 13,711 13,848 13,987 14,127 14,269 14.412 14,556 14.702 14,850
34 14,999 15,149 15,301 15,455 15,610 15,766 15,924 16,081 16.245 16,408
3,5 16,573 16,739 16,907 17,077 17,248 17,421 17,596 17,772 17,951 18,131
3,6 18,313 18,497 18,682 18,870 19,059 19,250 19.444 19,639 19,836 20,035
3,7 20,236 20,439 20,644 20,852 21,061 21,272 21,486 21,702 21,919 22,139
3.8 22,362 22,586 22,813 23,042 23,273 23,507 23,743 23,982 24,222 24,466
3,9 24,711 24,959 25.210 25,463 25,719 25,977 26.238 26,502 26,768 27.037
4,0 27,308 27,583 27,860 28,139 28,422 28,707 28,996 29,287 29,581 29,878
4,1 30,178 30,482 30,788 31,097 31,409 31,725 32,044 32.365 32,691 33,019
4,2 33,351 33,686 34,024 34,366 34,711 35.060 35,412 35,768 36,127 36.490
43 36,857 37,227 37,601 37,979 38,360 38,746 39,135 39,528 39,925 40,326
4.4 40,732 41,141 41,554 41,972 42,393 42.819 43,250 43.684 44,123 44,566
45 45,014 45,466 45,923 46,385 46,851 47,321 47,797 48,277 48,762 49,252
46 49,747 50,247 50,752 51,262 51,777 52,297 52,823 53,354 53,890 54,431
47 54,978 55,531 56,089 56,652 57,221 57,796 58,377 58,064 59.556 60,155
4,8 60,759 61,370 61,987 62,609 63,239 63,874 64,516 65,164 65.819 66,481
49 67,149 67,823 68,505 69,193 69,889 70,591 71,300 72,017 72,741 73,472
5,0 74,210 74,956 75,709 76,470 77,238 78,014 78,798 79,590 80,390 81,198
51 82,014 82,838 83,671 84.512 85.361 86,219 87,085 87,960 88,844 89,737
5,2 90,639 91,550 92,470 93,399 94,338 95,286 96,243 97.211 98,188 99,174
5,3 100,17 101,18 102.19 103,22 104,26 105,31 106,67 107,43 108,51 109.60
6,4 110,71 111,82 112,94 114,08 115,22 116,38 117,55 118,73 119.93 121,13
5,6 12235 123568  124.82 126,07 127,34 128,62 129,91 131.22 13254  133.87
§6 | 13522 13657 137,95 139,33 140,73 14215 14358 145,02 14648 147,95
57 14944 150,94 1524 15399 155,53 157,10 158,68  160.27 161,88 16351
58 | 16516 16681 168,49 17018 17189 17362  175.36 177.13 17891 180,70
59 18252 184,36 186,21 188,08 189,97 191,88 193,81 195.75 197,712 199,71

231




TABLA

18.

x 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0.0 |0.00000 001000 002000 002999 (03998 (0409 0.05993 006982  (,07983  0,08976
01 1009967 01096 011943 0,12927  0.13909  (,14889 0.15865 (,16838  0.17808 0.18775
02 |019738 020697 0.21652  0.22603 023550 (,24492 0.25430 0,2636% 0,27291  0,28213
0.3 |029131 0230044  0.30951 0,31852  0.32748 0,33638  (.34521  0,35399  0,36271  0,37136
04 |037995 038847 0,39693 0,40532 0.41364  0.42190 0,43008 0,43820 044624  0,45422
0.5 | 0.46212 0,46995 0,47770 048538 049299 050052 (50798 0.51536 0.52267 0,52990
06 053705 054413 055113  0.55805 0.56490 0.57167  0,57836  0.568198  0,59152  0,59798
0,7 | 060437 0,61068 0,61691  0.62307 0.62915  0,63515 0.64108 0.64693  (,65271  0,65841
0.8 1066404 066959 0.67507  0,68048  0,68581  0,69107 0.69626  0,70137 R-70642 0,71139
09 1071630 0,72113 0.72500  0,73059  0.73522 073978  0,74428 0,74870  0,75307 0,75736
10 07615 076576 0.76987  0.77391 077789  0.78181 (8568 078946 0.79320  0,79688
1,1 | 080050 ©0,80406 0.80757 0.81102 081441  0.81775  0.8210-i  (,82427  0.82745 0,83058
1,2 1083365 083668 083965 0.84258 0.84546 084828 0.85106  0.85380  0.85648  0,85013
1,3 |0.8172 0,86428 0.86678  0.86925 0.87167  0.87405  0,87639 0,87869  0.88095  0,88317
1.4 | 0885356  0.88749 0,88960  0.89167 089370 (89569  0.89765 0,80958 090147 0,90332
1,6 |0.90515  0.90694 0,90870  0.91042 091212 0,91379 091542 091703 091860 0,92015
1.6 | 092167  0.92316  0,92462  0.92606  0.92747 0.92886 0.93022  0.93155 0,93286  0,93415
1.7 1093541  0.93665  0,93786  0.93906  0.94023  (,94138 0.91250  0,94361 094470 (94576
1,8 | 0.94681 0.94783  0,94884  0.94983 (95080 0,95175 0,95268 0,95359 0.95449 (95537
19 095624  0,85709 0,95792 0.95873 095953 0,96032 0.96109 096185 0 96259  0,96331
2,0 (096403 0,96473 096541 096609  0.96675 0.96740  0,96803 096865 0.96926  ©,96986
21 | 097045 0.97103 0.97159 097215  0.97269 0.97323  0,97375  0.97426  0.97477  0.97526
2.2 (097574 097622  0.97668 0.97714  0.97759 0.97803  0.97846  (,97888  0,97929  0,97970
2.3 [ 098010 0.98049  0.98087 0.98124  0.98161 0.98137  0,98233 098267 0,98301 ©.98335
24 098367 098400 (98431  0.98462 0,98192  0.98522 0,98551 098579 098607 0,98635
2.5 | 0.98661 0. 98688 0.98714 098739 098764 098783  0,98812 (yH8l5 0,98858  0,98881
2.6 098903 (,98924  0.98946 0.98966 098987  0.99007 0,9902¢ 699045 0,99064  0.99083
27 10.99101 0.99118 0,99136  0.99153 0,99170 099186  0.99202 0.99218 0,99233 099248
2.8 ]0.99263 0.99278 0.99292 0.99306 099320  0,99333  0.99346 0.99359 0.99372 0.99384
2.Y | 0.99396 0.99408 0.99420 0.99431 099 143 099454 099464 099475 0,99485 099496
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0

1

2

3

4

5

6

9

3.0
31

3.3
34

35
3.6
3,7
338
3.9

4,0
4,1
42
4,3
44

4,6
4,6
4,7

49

50
5,1
5,2
53
54

55
5.6
5,7
5,8
5,9

0,99505
0,99595
0. 99668

0,99728
0,99777

0.99818

0,99851
0,99878
0,99900
0,99918

0.99933
0,99945
0. 99955
0,99963
0,99970

0,99975
0,99980
0. 99983
0. 99986
0. 99989

0,99991
0,99993
0,99994
0,99995
0,99996

0,99997
0,99997
0.99998
0.99998
0,99998

0,99515
0,99603
0,99675
0,99734
0,99782

0,99821
0,99853
0,99880
,99902
0,89920

0,99934
0,99946
0,99956
0,99964
0,99970

0,99976
0,99980
0. 99984
0.99987

0,99989

0,99991
0,99993
0,99994
0,99995
0. 99996

0,99997
0,99997
0,99998
0,99998
0,99999

0,99525
0,99611
0. 99681

0,99739
0,99786

0,99825
0,99857
0,99883
0,99904
0,99921

0,99936
0,99947
0,99957
0.99965

0,99971

0,99976
0,99981
0,99984
0,99987
0,99990

0,99991
0,99993
0,99994
0,99995
0,99996

0,99997
0,99997
0,99998
0,99998
0,99999

0. 99534
0.99618
0,99688
0,99744
0,99790

0,99828
0. 99859

0,99885
0,99906
0,99923

0,99937
0. 99948

0,99958
0,99966
0,99972

0,99971
0. 99981

0,99984
0,999817
0,99990

0,99991
0,99993
0,99994
0,99995
0,99996

0,99997
0,99997
0,99998
0,99998
0,39999

0,99543
0,99626
0. 99694

0,99749
0,99795

0,99832
0,99862
0,99887
0,99908
0,99924

0,99938
0,99949
0,99958
0,99966
0.99972

0,99977
0,99981
0,99985
0. 99987

0,99990

0 99992
0,99993
0,99994
0,99995
0,99996

0,99997
0,99997
0,99998
0,99998
0.99999

0,99552
0,99633
0,99700
0,99754
0,99799

0,99835
0,99865
0,99889
0,99909
0,99926

0,99939
0. 99950
0,99959
0. 99967
0. 99973

0,99978
0,99982
0,99985
0,99988
0,99990

0,99992
0,99993
0,99994
0,99995
0,99996

0,99997
0,99998
0,99998
0,99998
0,99999

0,99561
0,99641
0,99706
0,99759
0,99803

0,99838
0,99868
0,99892
0.99911

0,99927

0,99941
0,99951
0,99960
0,99967
0,99973

0,99978
0,99982
0.99985
0,99988
0,99990

0,99992
0,99993
0,99995
0,99996
0. 99996

0,99997
0,99998
0,99998
0. 99998

0,99999

0,99570
0,99648
0,99712
0. 99764

0,99807

0,99842
0,99870
0,99894
0,99913

0,99929

0,99942
0,99952
0. 99961

0,99968
0,99974

0,99979
0. 99982
0,99986
0. 99988
0,99990

0,99992
0,99994
0,99995
0,99996
0,99996

0,99997
0,99998
0,99998
0,99998
0,99999

0,99578
0,99655
0,99717
0,99768
0,99810

0,99845
0,99873
0,99896
0,99915
0,99930

0,99943
0,99953
0,99962
0,99969
0,99974

0,99979
0,99983
0,99986
0,99988
0,99991

0,99992
0,99994
0,99995
0. 99996

0,99997

0,99997
0.99998

0,99998
0,99998
0,99999

0,99587
0,99662
0.99723

099773
0,99814

0.99848
0,99875
0,99898
0.99916
0,99932

0,99944
0.99954

0,99962
0,99969
0,99975

0,99979
099983
0,99986
0,99989
0. 99991

0,99992
0,99994
0,99995
0,99996
0,99997

0,99997
0,99998
0,99998
0,99998
0,99999
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n!

P wnNvH+HoO

©W a0 U

LO

12
13
14

15
16
17
18
19

20
21
22
23
24

25
26
27
28

30

31
32
3 3
34

35
36
37

39

1
11
2
6

(por definicion)

24

120
=720

5040
40.320
362.880

3.628.800
39.916. 800
479.001. 600
6.227.020.800
87.178.291.200

[l.307.674.368.000

P0. 922. 789. 888. 000

355. 687. 428. 096. 000
5.402.373.705.728.000
121. 645. 100. 408. 832. 000

2.432.902.008.176.640.000
51.090. 942. 171.709. 440. 000
1.124.000. 727. 777. 937. 680. 000
25.852. 016. 738. 892. 566. 840. 000
620. 448. 401. 733. 421. 599. 360. 000

15.511.210.043.335.539.984.000.000
403.291. 461. 126. 724. 039. 584. 000. 000
10. 888. 869. 450. 421. 549. 068. 768. 000. 000
304.888. 344. 611. 803. 373. 925. 504. 000. 000
8.841.761.993. 742. 297. 843. 839. 616. 000. 000
265. 252. 859. 812. 268. 935. 315. 188. 480. 000. 000

8.22284 X 1032
2.63131 X 1035
8,68332 x 1036
2, 95233x 1038

1.03331 x 1040
3, 71993x 104t
1.3'7638 x 1043
5.23023~ 1044

2,03979 X 104

234

n!

$15915 x 1047
3,34525x 1049
1,40501x 105'
6,04158 x 1052
265827 X1054

1,19622 X 103
5,50262 x 1057
2,58623 x 10%°
1,24139 x 1061
6,08282 x 1062

3,04141x 1084
1.55112 x 1066
8,06582 x 105
4,27488 x 1060
2.30844 x 10"

1,26964 x 1073
7,10999 x 1074
4,05269 x 10"
2,35056x 1078
1,38683x 108¢

8,32099 x 108t
5,07580 x 1083
3,14700 x 1085
1,98261 x 1087
1.26887 X 1089

8,24765x 10%
5,44345 x 1092
3,64711 x 1084
2,48004 x 10%
1,71122 x 10%

1,19786 x 10100
8,50479 x 10101
6.12345 x 10108
4,47012 x 10105
3,30789 x 10107

2.48091 x 10109
1.88549 x 10111
1.45183 x 10113
1.13243 x 10115
8. 94618 x 10116

80
81
82
83
84

85
86
87
38
89

90
91
92
93
94

95
96
97
98
99

100

n!

7.15695 X 10118
3,79718 x 10120
1,75364 X 10122
3,04552 X 10124
3,31424X 10126

2,81710 X 10128
242271X 10130
2,10776 X 10132
1,85483 X 101%
1,65080 X 10136

1,48572X 10138
1,35200 X 10140
1.24384 X 1012
1,16677 X 10144
1,08737 X 1018

1. 03300 x 10148
9,91678 X 10149
9,61928X 10151
9,42689 X 10' 53
9,33262X  10'55

9,33262 X 10' 57




TABLA
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T{x)

z riz)
1,00 1,00000 1,50 0,88623
1,01 0,99433 1,51 0,88659
1,02 0,98884 1,52 0,88704
1.03 0. 98355 1,53 0,88757
1.04 097844 1,54 0,88818
1,05 0,97350 1,55 0,88887
1.06 0,96874 1,56 0.88964
1.07 0,96415 1.57 0,89049
1,08 0. 95973 1,58 0,89142
1,09 0,95546 1.59 0,89243
1,10 0,95135 1,60 0,89352
1,11 0,94740 1.61 0,89468
1,12 0,94359 1,62 0. 89592
1,13 0,93993 1.63 0.89724
1,14 0,93642 164 0. 89864
1,15 0. 93304 1,65 0. 90012
1,16 0,92980 1.66 0,90167
1,17 0,92670 1,67 0,90330
1,18 0,92373 1,68 0,90500
1,19 0,92089 1.69 0,90678
1.20 0.91817 1,70 0. 90864
L2 0. 91558 1M 0,91057
1,22 0,91311 1,72 0.91258
1.23 0,91075 1,73 091467
1,24 0,90852 1.74 0.91683
1,26 0,90640 1,75 0,91906
1,26 0,90440 1.76 092137
1,27 0. 90250 1,77 0,92376
1,28 090072 1,78 0,92623
1.29 0,89904 1,79 0,92877
130 0,89747 1,80 0,93138
131 0,89600 1,81 0. 93408
132 0,89464 1.82 0,93685
1,33 0.89338 1,83 0,93969
1,34 0,89222 1,84 094261
135 0,89115 1,85 0,94561
1,36 0,89018 1,86 0,94869
1,37 0.88931 1,87 0,95184
1,38 0,88854 1,88 0,95507
1,39 0,88785 1,89 0,95838
1.40 0,88726 1,90 0. 96177
1.41 0.88676 101 0,96523
1.42 0,88636 1,92 0,96877
1,43 0,88604 193 097240
1,44 0,88581 1,94 0,97610
145 088566 1,95 0,97988
1.46 0,88560 1,96 0,98374
147 0,88563 1,97 0,98768
1.48 0,88575 1,98 0,99171
1,49 0. 88595 1,99 0,99581
1,50 0,88623 2,00 1,00000
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TABLA

2]

Obsérvese que cada nimero es la suma de dos nimeros en la fila anterior; uno de estos nimeros esta en la misma
columna y el otro en la columna anterior [por ejemplo, 56 = 35 + 21]. Esta clase de ordenamiento se conoce con el
nombre de triangulo de Pascal [véase 3.6, pagina 4].

k 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

1 1 1

2 1 2 1

3 1 3 3 1

4 1 4 6 4 1

5 1 5 10 10 5 1

6 1 6 15 20 15 6 1

7 1 7 21 36 36 21 7 1

8 1 8 28 56 70 56 28 8 1

9 1 9 36 84 126 126 84 36
10 1 10 45 120 210 262 210 120 45 10
I 1 11 55 165 330 462 462 330 165 65
12 1 12 66 220 495 792 924 792 496 220
13 1 13 78 286 715 1287 1716 1716 1287 715
14 1 14 91 364 1001 2002 3003 3432 3003 2002
15 1 15 105 455 1365 3003 5005 6436 6436 5005
16 1 16 120 560 1820 4368 8008 11440 12870 11440
17 1 17 136 680 2380 6188 12376 19448 24310 24310
18 1 18 163 816 3060 8568 18564 31824 43758 48620
19 1 19 171 969 3876 11628 27132 50388 76582 92878
20 1 20 190 1140 4845 16504 38760 77620 125970 167960
21 1 21 210 1330 5985 20349 54264 116280 203490 293930
22 1 22 231 1540 7315 26334 74613 170544 319770 497420
23 1 23 253 1771 8855 33649 100947 245157 490314 817190
24 1 24 276 2024 10626 42504 134596 346104 735471 1307504
25 1 25 300 2300 12650 53130 177100 480700 1081575 2042975
26 1 26 325 2600 14950 65780 230230 657800 1562276 3124550
27 1 27 351 2925 17550 80730 296010 888030 2220075 4686825
28 1 28 378 3276 20475 98280 376740 1184040 3108106 6906900
29 1 29 406 3654 23751 118755 475020 1560780 4292145 10015005
30 1 30 435 4060 27405 142506 593775 2035800 5852925 14307160

236



\k 10 11 12 13 14 15

n

10 |

I N |

12 66 12 1

13 286 78 13 1

14 1001 364 91 14 1

15 3003 1365 455 105 15 |
16 8008 4368 1820 560 120 16
17 19448 12376 6188 2380 680 136
18 43758 31824 18564 8568 3060 816
19 92378 75582 50388 27132 11628 3876
20 184756 167960 125970 77520 38760 15504
21 352716 352716 293930 203490 116280 54264
22 646646 705432 646646 497420 319770 170544
23 1144066 1352078 1352078 1144066 817190 490314
24 1961256 2496144 2704156 2496144 1961256 1307504
25 3268760 4457400 5200300 5200300 4457400 3268760
26 5311735 7726160 9657700 10400600 9657700 7726160
27 8436285 13037895 17383860 20058300 20058300 17383860
28 13123110 21474180 30421755 37442160 40116600 37442160
29 20030010 34597290 51895935 67863915 77558760 77558760
30 30045015 54627300 86493225 119759850 145422675 155117520

Parak > 15 hagase uso de<

2= (a2

)
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" n2 nd \/; f10n \s/; \a} 100 v’a 130n lin
1 1 1 1,000 000 3,162 278 1,000 000 2,154 435 4,641 589 1,000 000
2 4 8 1,414 214 4,472 136 1,259 921 2,714 418 5848 035 0,500 000
3 9 217 1,732 051 5,477 226 1,442 250 3,107 233 6,694 330 0,333 333
4 16 64 2,000 000 6,324 555 1,587 401 3,419 952 7,368 063 0,250 000
5 25 125 2,236 068 7,071 068 1,709 976 3,684 031 7,937 005 0,200 000
6 36 216 2,449 490 7,745 967 1,817 121 3,914 868 8,434 327 0,166 667
7 49 343 2,645 751 8,366 600 1,912 931 4,121 285 8,879 040 0,142 857
8 64 612 2,828 421 8,944 272 2,000 000 4,308 869 9,283 178 0,125 000
9 81 729 3,000 000 9,486 833 2,080 084 4,481 405 9,654 894 0,111 111
10 100 1000 3,162 278 10,000 oo | 2,154 435 4,641 589 10,000 00 0,100 000
Il 121 1331 3,316 625 10,488 09 2,223 980 4,791 420 10,322 80 0,090 909
12 144 1728 3,464 102 10,954 45 2,289 428 4,932 424 10,626 59 0,083 333
13 169 2197 3,605 551 11,401 75 2,351 335 5,065 797 10,913 93 0,076 923
14 196 2 144 3,741 657 11,832 16 2,410 142 5,192 494 11,186 89 0,071 429
15 225 3 375 3,872 983 12247 45 2,466 212 5,313 293 11,447 14 0,066 667
16 256 4 096 4,000 000 12,649 11 2,519 842 5,428 835 11,696 07 [ 0,062 500
17 289 4 913 4,123 106 13,038 40 2,571 282 5,539 658 11,934 83 0,058 824
18 324 5 832 4,242 641 13,416 41 2,620 741 5,646 216 12,164 40 0,055 556
19 361 6859 4,358 899 13,784 05 2,668 402 5,748 897 12,385 62 0,052 632
20 400 8 000 4472 136 14,142 14 2,714 418 5,848 035 12,599 21 0,050 000
21 441 9 261 4,582 576 14,491 38 2,758 924 5,943 922 12,805 79 0,047 619
22 484 10 648 4,690 416 14,832 40 2,802 039 6,036 811 13,005 91 0,045 455
23 529 12 167 4,795 832 15,165 75 2,843 867 6,126 926 13,200 06 0,043 478
24 576 13 824 4,898 979 15,491 93 2,884 499 6,214 465 13,388 66 0,041 667
26 625 15 625 5,000 000 15,811 39 2,924 018 6,299 605 13,572 09 | 0,040 000
26 676 17 576 6,099 020 16,124 52 2,962 496 6,382 504 13,750 69 0,038 462
27 729 19 683 5,196 152 16,431 68 3,000 000 6,463 304 13,924 77 0,037 037
28 784 21952 6,291 503 16,733 20 3,036 589 6,542 133 14,094 60 0,035 714
29 841 24 389 5,385 165 17,029 39 3,072 317 6,619 106 14,260 43 0,034 483
30 900 27 000 5,477 226 17,320 51 3,107 233 6,694 330 14,422 50 0,033 333
31 961 29 791 5,567 764 17,606 82 3,141 381 6,767 899 14,581 QO 0,032 258
32 1024 32 768 5,656 854 17,888 54 3,174 802 6,839 904 14,736 13 0,031 250
33 1089 35 937 6,744 663 18,165 90 3,207 534 6,910 423 14,888 06 0,030 303
34 1 156 39 304 5630952 18.439 S 3,239 612 6,979 532 15,036 95 0,029 412
35 1225 42876 5,916 080 18,708 29 3,271 066 7,047 299 15,182 94 0,028 671
36 1296 46 656 6,000 000 18,973 67 3,301 927 7,113 787 15,326 19 0,027 778
37 1369 60 653 6,082 763 19.235 38 3,332 222 7,179 054 15,466 80 0,027 027
38 1444 54 872 6,164 414 19,493 59 3,361 975 7,243 156 15,604 91 0,026 316
39 1621 59 319 6,244 998 19,748 42 3,391 211 7,306 144 15.740 61 0,025 641
40 1600 64 000 6,324 555 20,000 00 3,419 952 7,368 063 15,874 01 0,025 000
41 1681 68 921 6,403 124 20,248 46 3,448 217 7,428 959 16,005 21 0.024 390
42 1764 74 088 6,480 741 20,493 90 3,476 027 7,488 872 16,134 29 0,023 810
43 1849 79 507 6,557 439 20,736 44 3,503 398 7.547 842 16,261 33 0,023 256
44 1936 85184 6. 633250 20,976 18 3,530 348 7,605 905 16,386 43 0,022 727
45 2 025 91125 6,108 204 21,213 20 3,556 893 7,663 094 16,509 64 0,022 222
46 2 116 97336 6,782 330 21,447 61 3,583 048 7,719 443 16,631 03 0,021 739
47 2 209 103 823 6,855 655 21,679 48 3,608 826 7,774 980 16,750 69 0,021 277
48 2 304 110 592 6,928 203 21.908 90 3,634 241 7,829 735 16,868 65 0,020 833
49 2 401 117 649 7,000 000 22,135 94 3,659 306 7,883 735 16,984 99 0,020 408
50 2 500 125 000 7,071 068 22,360 68 3.684 031 7,937 005 17,099 76 [ 0,020 000




n n2 nd \/; 10n y n m \/3 100n 1/n

50 | 2 500 | 125 000 7,071 068 | 22,30 68 | 3,684 031 7,937 005 | 17,009 76 [0,020 000
51 2 601 132 651 7,141 428 22,583 18 3.708 430 7,989 570 17,213 01 |0,019 608
62 2 704 | 140 608 7,211 103 | 22,803 51 3,732 511 8,041 452 | 17,324 78 |0,019 231
53 | 2 809 148 877 7280 110 | 23021 73 | 3,75 286 | 8,092 672 | 17,435 13 |0,018 868
54 2 916 | 157 464 7,348 469 | 23,237 90 3.779 763 | 8,143 253 | 17,544 11 | 0,018 519
55 3 025 166 375 7,416 198 23,452 08 3,802 952 8,193 213 17,651 74 0,018 182
56 3 136 175 616 7,483 315 | 23,664 32 3,825 862 | 8242 571 17,758 08 | 0,017 857
57 3 249 185193 7,549 834 | 23.874 67 3,848 501 | 8,201 344 | 17,863 16 | 0,017 544
58 3 364 | 195112 7,615 773 | 24,083 19 3,870 877 | 8339 551 17,967 02 | 0,017 241
59 3480 | 205 379 7,681 146 24,280 92 | 3,892 996 | 8,387 207 18,069 69 [ 0,016 949
60 3 600 | 216 000 7,745 967 | 24,494 90 | 3,914 868 | 8,434 327 18,171 21 | 0,016 667
61 3720 | 206 981 7,810 250 24,608 18 | 3,936 497 | 8,480 926 | 18,271 60 | 0,016 393
62 3 844 238 328 7,874 008 | 24,899 80 | 3,957 82 | 8527019 | 18370 91 [ 0,016 129
63 3969 | 250 o047 | 7,937 254 25,099 80 | 3,979 057 | 8572 619 | 18,469 15 | 0,015 873
64 | 4 0% | 262144 8,000 000 | 25298 22 | 4,000 000 | 8617739 | 18566 36 | 0,015 625
65 4 225 | 214 625 | 8062 258 25,495 10 | 4,020 726 | 8,662 391 | 18,662 56 | 0,015 385
66 | 4 35 | 287 496 | 8124 038 | 25600 47 | 4041 240 | 8,706 588 | 18,757 77 | 0,015 162
67 | 4 489 300 763 8,185 353 | 25884 36 | 4,061 548 | 8750 340 | 18,852 04 | 0,014 925
68 | 4 624 | 314 43 8,246 211 | 26,076 81 | 4,081 655 | 8793 659 | 18,945 36 | 0,014 706
69 | 4 761 328 509 8,306 624 | 26,267 85 | 4,101 566 | 8836 556 | 19,037 78 | 0,014 493
70 4 900 | 343 000 8,366 600 | 26,457 51 | 4,121 285 | 8879 040 | 19,129 31 0,014 286
7 5 041 357 911 8,426 150 | 26,645 83 | 4,140 818 | 8921 121 | 19,219 97 | 0,014 085
72 5 184 | 373 248 8,485 281 | 26,832 82 4,160 168 | 8,962 809 19,309 79 | 0,013 889
73 | 5 329 389 017 | 8544 004 27,08 51 | 4,179 339 | 9,004 113 | 19,398 77 | 0,013 699
74 | 5 476 | 405 224 | 8602 325 27,202 94 4,198 336 | 9.045 042 19,486 95 | 0,013 514
75 | 5 625 | 421875 8,660 254 | 27,386 13 | 4,217 163 | 9,085 603 | 19,574 34 | 0,013 333
76 5 776 | 438 976 8,717 798 | 27,568 10 4,235 824 | 9,125 805 19,660 95 [ 0,013 158
77 5929 | 456 533 8,774 964 | 27,748 87 4,254 321 | 9,165 656 | 19,746 81 | 0,012 987
78 | 6 084 | 474 552 | 8831 761 | 27,928 48 | 4,272 659 | 9,205 164 | 19,831 92 | 0,012 821
79 6 241 493039 8,888 194 | 28,106 94 4,290 840 | 9,244 335 19,916 32 [ 0,012 658
80 6 400 512000 8,044 272 | 28,284 27 | 4,308 869 | 9,283 178 | 20,000 00 | 0,012 500
81 6 561 531441 9,000 000 | 28,460 50 4,36 749 | 9,321 698 | 20,082 99 | 0,012 346
82 6 724 | 551368 9055 385 | 28635 64 4,344 481 | 9,359 902 | 20,165 30 | 0,012 195
83 6 889 | 571787 9,110 434 | 28,809 72 | 4,362 071 9,397 79 | 20,246 94 | 0,012 048
84 7 0% | 502 704 9165 151 | 28,982 75 | 4,379 519 | 9,435 388 | 20,327 93 | 0,011 905
85 7 225 614 125 | 9,219 544 29,154 76 | 4,396 830 | 9,472 682 | 20,408 28 | 0,011 765
86 7 39 636 056 | 9,273 618 29,325 76 | 4,414 005 | 9,509 686 | 20,488 0O | 0,011 628
87 7 569 | 658 503 9,327 319 | 29,495 76 4,431 048 | 9,546 403 | 20,567 10 | 0,011 494
88 7 144 | 681472 9,380 832 | 29,664 79 4,447 960 | 9,582 840 | 20,645 60 | 0,011 364
89 7 921 704 969 9,433 981 29,832 87 | 4,464 745 | 9,619 002 20,723 51 | 0,011 236
90 8 100 | 729 000 9,486 833 | 30,000 00 4,481 405 | 9,654 894 | 20,800 84 |o0.011 111
91 8 281 753 571 9,539 392 | 30,166 21 4,497 941 | 9,690 520 | 20,877 59 | 0,010 989
92 8 464 778 688 9,501 663 | 30,331 50 | 4,614 357 | 9,725 888 20,953 79 | 0,010 870
93 8 649 | 804 357 | 9,643 651 30,495 90 | 4,530 655 | 9,761 000 21,029 44 | 0,010 763
94 | 8 8% | 830 584 | 9,695 360 30,659 42 4,546 836 | 9.795 861 21,104 54 | 0,010 638
95 9 025 | 87 375 | 9.746 794 30,822 07 4,562 903 | 9,830 476 21,179 12 | 0,010 526
96 9 216 | 884 736 | 9,797 959 | 30,983 87 | 4,578 857 | 0,864 848 21,253 17 | 0,010 417
97 9 409 912 673 | 9,848 858 3144 82 | 4,504 701 9,808 983 21,326 71 | 0,010 309
98 9 604 | 941192 9,899 495 31,304 95 | 4,610 436 9,032 884 | 21,39 75 | 0,010 204
99 | 9 801 970 299 | 9,949 874 31,464 27 4,626 065 | 9.966 555 | 21,472 29 | 0,010 101
00 | 120 0001000 000 [ 10,00 000 31,622 78 | 4641 589 10,00 000 21,544 35 | 0,010 000




TABLA

23

N 1% 4% 14% 2% 2}% 3% 4% 5% 6%
1 1.0100 1,0125 1.0150 1,0200 1,0250 1,0300 1,0400 1,0500 1,0600
2 1,0201 1.0252 1,0302 1.0404 1,0506 1,0609 1,0816 11025 1,1236
3 1.0303 1,0380 1,0457 1.0612 1,0769 1,0927 1.1249 1.1576 1,1910
4 1. 0406 1,0509 1,0614 1.0824 1,1038 1,1255 1,1699 1.2155 1,2635
5 1.0510 1.0641 1,0773 1,1041 1,1314 1,1593  '1,2167 1,2763 1,3382
6 1,0615 1,0774 1,0934 1,1262 1,1597 1.1941 1,2653 1,3401 1,4185
7 1,0721 1,0909 1,1098 1,1487 1,1887 1,2299 1,3159 1,4071 1,5036
8 1.0829 1.1045 1,1265 11717 1,2184 1,2668 1,3688 14775 1,5938
9 1,0937 1,1183 1.1434 1,1951 1,2489 1,3048 1,4233 1,5513 1,6895
10 1,1046 1,1323 1,1605 1.2190 1.2801 1,3439 1.4802 1,6289 1,7908
1 1,1157 1,1464 1,1779 1.2434 1.3121 1,3842 1,5395 1,7103 1,8983
12 1,1268 1,1608 1,1956 1,2682 1,3449 1,4258 1,6010 1,7959 2,0122
13 1,1381 1,1753 1.2136 1,2936 1,3785 1,4685 1. 6651 1,8856 2,1329
14 1.1495 1,1900 1,2318 1,3195 1.4130 1,5126 1,7317 1,9799 2,2609
15 1,1610 1,2048 1.2502 1.3459 1. 4483 1,5580 1,8009 2,0789 2,3966
16 1,1726 1,219 1,2690 1,3728 1.4845 1.6047 1.8730 2,1829 2,5404
17 1.1843 1,2351 1.2880 1.4002 1,5216 1,6528 1,9479 2.2920 2.6928
18 1,1961 1,2506 1.3073 14282 1,5597 1,7024 20258 2,4066 2,8543
19 1,2081 1,2662 1.3270 1. 4568 1,5987 1,7535 2,1068 2,5270 3,0256
20 1,2202 1,2820 1.3469 1,4859 16386 1,8061 2,1911 92,6533 3.2071
21 1,2324 1,2981 1,3671 1.5157 1,6796 18603 2,2788 2,7860 3,3996
22 1,2447 1.3143 1,3876 1.5460 1,7216 1,9161 2,3699 2,9253 3,6035
23 1,2572 1,3307 1.4084 1,5769 1.7646 19736 24647 3,0715 3.8197
24 1,2697 1,3474 1,4295 1.6084 1.3087 2.0328 2,5633 3,2251 4.0489
25 1,2824 1.3642 1,4509 1,6406 1,8539 2,0938 26658 33864 4,2919
26 1.2953 1,3812 1.4721 1.6734 1,9003 21566 2,7725 3,5557 4,5494
27 1,3082 1,3985 1.4948 1,7069 1.9478 2,2213 2,8834 3.7335 4.8223
28 1.3213 1,4160 1,5172 1.7410 1.9965 2,2879 2,9987 3,9201 51117
29 1.3345 1,4337 1,5400 1.7758 2.0464 2,3566 3,1187 41161 5,4184
30 1.3478 1,4516 1,5631 1,8114 2.0976 2.4273 82434 43219 5,7435
31 13613 1,4698 1. 5865 1.8476 2.1500 2.5001 3,3731 4,5380 6,0881
) 32 Msm 16103 18845 2.2038 2.5751 3,5081 4.7649 6,4534
~ | A3 73887 1,5067 1,6345 . 1922 2.2589 2.6523 3,6484 5,0032 6,8406
e 34 1.4026 1,5256 1.6580 1.9607 2.7319 3.7943 52533 7,2510
: 35 1. 4166 1, 9999 2.8139 3.9461 55160 7,6861
36 1,4308 1.5639 1,7091  2,0399 4,1039 57918 8.1473
| 37 1. 4451 1.5835 1.7348 2.0807 2,4933 6,0814 8,6361
e |38 1. 4595 1.6033 1.7608 2.1223 2.5667 6,3855 9,1543
39 1.4741 15233 1.7872 2.1647 2.6196 6,7048 9,7035
40 1. 4889 1.6436 1.8140 22080 2.6851 70400 10. 2857
I 11 1.5038 1.6642 1.8412 2.2522 2.7522 7.3920 10,9029
oAz 1.5188 1.6850 1.8688 2.2972 2.8210 7.7616 11,5570
HEEL 1.5340 1.7060 1. 8969 2.3432 2.8915 8,1497 12,2505
,’ a4 1.5493 1.7214 1.9253 2.3901 2.9638 8,5572 12,9855
\L 45 1.5648 1.7489 1.9542 2.4379 3.0379 89850 13,7646
% 5805 1.7708 1. 9835 2.4866 3.1139 3.8950 -~ 6.0748 9.4343 14,5905
17829 . 2 (133 iRy 30 4tiag 6,3178 ™ 9.9060 15,4659
L mx 3.2715 1323 6.5705 10,4013 16,3939
18380 24741 2.638 4.2562 6.8333 109213 17.3775
RG10 21052 g 18. 4202

4.3839 7,1067 114674
_—




TABLA

n 'l 1% 11% 14% 2% 23% 3% 4% 5% 6%
1 099010 0,98765 098522 098039  0.97561 097087 096154 095238  0.94340
2 | 098030 097546 097066 096117 095181 094260  0,92456  0.90703 0,89000
3 0,97059  0,96342 095632 0,94232 0,92860 0,91514 0,88900 0,86384 0.83962
4 | 096008 0951562 094218 092385 090595 088849 085480 082270  0.79209
5 | 095147 0,93978 092826 090573 088385 086261 082193  0.78353 0. 74726
6 | 094205 0. 92817 091454  0,88797  0,86230 0.83748 0.79031 0,74622  0.70496
7 | 093272  0.91672  0.90103 0,87056  0,84127  0,81309 075992 071068  0.66506
8 092348  0,90540 088771 085349  0.82075 078941  0,73069  0,67684  0.62741
9 091434  0.89422 087459  0,83676  0,80073 076642  0,70259 064461  0.59190
10 090529 088318  0,86167  0,82035  0,78120  0.74409 0.67556  (,61391  0,55839
I 0.89632 0,87228 084893 0. 80426 0,76214  0,72242  0,64958  0,58468  0.62679
12 | 088745 086151 0. 83639 078849  0,74356  0.70138 0,62460  0,55684  0.49697
13 0,87866 0. 85087 0,82403 0,77303 0,72542 0,68095 0. 60057 0,53032 0,46884
14 | 086996  0.84037 081185 075788  0,70773  0,66112 0.57748 050507  0,44230
15 | 0,861385 082999  0,79985 0. 74301 0,69047  0.64186 0,565526  0.48102 0.41727
16 | 0,85282 081976 078803 (72845  0,67362 062317 053391 045811  0.39365
17 | 0,84438 080963 0.77639 0. 71416 065720 060502 051337  0,43630  0.37136
18 | 0.83602 079963 076491  0,70016  0.64117 0.58739 0. 49363 0,41552  0,35034
19 0.82774 0,78976 0.75361 0,68643 0,62553 0,57029 0,47464 0,39573 0,33051
20 | 081954  0,78001 0. 74247 0,67297 0.61027 0.55368 0. 45639 0,37689 0.31180
21 081143 077038  0,73150  0,656978 059539  0,53765  0.43883 0. 35894 0.29416
22 0,80340 076087  0,72069 064684 058086 052183  0.421% 0. 34185 0,27151
23 | 0,79544  0.75147  0,71004  0,63416 056670 050669  0.40573 032557  0,26180
24 | 078757  0,74220 0. 69954 0,62172 055288  0,49193  0,39012  0.31007 0. 24698
25 | 077977  0,73303 0. 68921 0,60953 053939  0,47761  0.37512 0,29530 0. 23300
26 | 077205  0,72398  0,67902  0,59758  0,52623  0,46369  0.36069 028124  0.21981
27 | 0,76440  0,71505  0.66899 058586 051340 (45019  0.34682 026785  £,20737
28 | 075684  0,70622  0,66910  (.57437 0,50088  0.43708 0.33348 0. 25509 0. 19563
29 | 0,74934  0,69750  0.64936 056311 0,48866  0,42435  0,32065  0.24295 0,18456
30 | 0.74192 0,68889  0,63976 0. 65207 0,47674  0,41199  0,30832  0,23138  0,17411
31 | 0.73458 0,68038  0,63031 054125  0.46511  (0.39999 0,29646 022036  0.16425
32 0,72730 0857198  0,62099 053063  0,45377  0,38834 0. 28506 020987  0,15496
33 0,72010  0,66369  0.61182 0,52023  0,44270  0.37703 0. 27409 019987 014619
34 0,71297  0,65549  0,60277  0,561003 043191  0,36604  0,26355 019035 013791
35 | 0,70591  0.64740  0,59387  0,50003  0,42137  0,35538  0.25342 018129 013011
36 | 0.69892 0,63941 058508 049022 041109  0,34503  0.24367 0. 17266 912274
37 | 0,69200 0,63152  0,57644  0,48061  0,40107  0,33498  0.23430 0.16444 011579
38 | 068515  0,62372  0.66792 0,47119  0.39128 032523  0,22529  (.15661 0.10924
39 | 0,67837  0.61602  0.55953 0,46195  0.38174 031575 021562  0,14915 Q)(B06
40 | 067165  0.60841 055126 045289 037243  (.30656 020829  0,14205 009722
41 | 0,66500  0.60090 0,54312 044401  0,36335  0.29763 020028  0,13528  0,09172
42 | 065842 (59348 053509 043530  0,35448  0,28896  0.19257 0.12884 0,08653
43 | 0,65190 058616  0.52718 0,42677  0,34584  0,28054  0,18517  0,12270  0,08163
44 | 0,64545 057892 0.61939 0,41840  0,33740  0,27237 0,17805  0,11686 0,07701
45 | 0,63905 057177 051171 0,41020  0,32917  0,26444 0,17120  0,11130 0,07265
46 | 0,63273  0,56471 0. 60415 0,40215  0,32115  0.25674 0,16461  0,10600  0.06854
47 1 0.62646 055774 049670  0,39427  0.31331 0. 24926 0,15828  0.10095 0. 06466
48 | 0.62026 0,55086 0. 48936 0,38654  0.30567 0,24200  0,15219  0,09614  0.06100
49 | 0.61412  0.54406 0.48213 0.37896 0,20822  0.23495 0. 14634 0.09156 0,05756
50 | 0,60804 053734 0. 47600 0.37153 0,29094 o22811  (,14071  0.08720 0.05429




TABLA

25

f 1% 1}% 1}% 2% 21% 3% 4% 5% 6%
n
1 |, 0000 1. 0000 |, 0000 I, 0000 1. 0000 |, 0000 |, 0000 1.0000 1,0000
2 2.0100 2,0125 2.0150 2.0200 2,0250 2,0300 2,0400 2.0500 2,0600
3 3.0301 3,0377 3,0452 3,0604 3,0756 3,0909 3,1216 3,1525 3,1836
4 4.0604 4,0756 4,0909 41216 4,1525 41836 42465 43101 4,3746
5 51010 56,1266 51523 5,2040 5. 2563 5,3091 5. 4163 56,5256 5.6371
6 6.1620 6,1907 6,2296 6,3081 6,3877 6,4684 6,6330 6.8019 6.9753
7 7,2135 7,2680 7,3230 7,4343 7,5474 7,6625 7,8983 8.1420 8.3938
8 8. 2857 8,3589 8.4328 8,5830 8,7361 8.8923 9.2142 95491 9.8975
9 9,3685 9.4634 9,5593 9.7546 9,9545 10,1591 10,5828 11,0266 11,4913
10 | 10.4622 10,5817 10. 7027 10. 9497 11,2034 11,4639 12,0061 12,5779 13,1808
N 11,5668  11.7139 11,8633  12.1687 12.4835 12,8078 13,4864 14,2068 14,9716
12 | 124825 12,8604 13,0412  13.4121 18,7956 14,1920 15,0258 15,9171 16,8699
13 | 13.8093 14,0211  14.2368 14,6803 151404 15,6178 16,6268 17,7130 18,8821
14 | 14.9474 15. 1964 15. 4504 15.9739 16.5190 17,0863 18,2919 19,6986 21,0151
15 | 16,0969  16.3863 16. 6821 17,2984 17,9319 18,5989 20,0236 21.5786 23,2760
16 | 17.2579 17,5912 17. 9324 18,6393 19,3802 20. 1569 21,8245 23,6575 25,6725
17 | 184304 18,8111 19,2014 20,0121 20,8647 217616 236976 25,8404 28.2129
18 19. 6147 20,0462  20.4894 21,4123  22.3863 23. 4144 25, 6454 28,1324 30,9057
19 | 20,8109 21,2968  21.7967 22,8406 23,9460 25,1169 21.6712 30,5390 33.7600
20 | 22,0190 22,5630 28,1237  24.2974 25.5447 26,8704 29,7781 33,0660 36,7856
21 | 23,2392  23.8450 24, 4705 25,7833 27,1833 28,6765 31,9692 35,7193 39,9927
22 | 244716 25,1431 25,8376  27.2990 28,8629 30,5368 34,2480 38.5052 43,3923
23 | 257168 264574  27.2251 28. 8450 30,5844 32,4529 36,6179 41,4305 46,9958
24 | 269785 27,7881 28,6335 30,4219 32,3490 34,4265 39,0826 44,5020 50,8156
25 | 282432 29,1354 30,0630 32,0303 34,1578 36. 4593 41,6459 47,7271 54, 8645
26 | 29,5266 30,4996 31,6140  33.6709 36,0117 38,5530 44,3117 51,1136 59. 1564
27 | 30,8209 31,8809 32,9867 353443 37.9120 40,7096 47.0842 54,6691 63,7058
28 | 821291 33,2794 344815 37,0512 39,8598 42,9309 49,9676 58, 4026 68,5281
29 | 33,4504 34,6954 85,9987 38,7922 41,8563 45,2189 52,9663 62,3227 73,6398
30 | 34,7849 36,1291 37,5387 40,5681  43.9027 47.5754 56. 0849 66,4388 79,0582
31 | 86,1327  37.5807 39.1018 42,3794 46,0003 50,0027 59,3283 70,7608 84,8017
32 | 87,4941 39,0504 40,6883 44,2270  48.1503 52.5028 62,7015 75,2988 90,8898
33 | 38,8690 40,6386 42,2986 46,1116  50.3540 55.0778 66,2005 80. 0638 97,3432
34 | 40,2577  42.0453 43,9331 48,0338 52,6129 51,7302 69 8579 85,0670  104,1838
35 | 41,6603  43.5709 45,5921 49,9945 54,9282 60,4621 73,6522 90,3203  111,4348
36 | 43,0769  45.1155 47,2760 51,9944 57,3014 632759 77.5983 95,8363 1191209
37 44 5076 46,6794 48,9851 54,0343 59,7339 66,1742 81,7022 101,6281  127,2681
38 | 459527 48,2629 50,7199 56,1149 62,2273 69,1594 85,9708  107.7095 135,9042
39 | 474123 49,8662  52.4807 58,2372 64,7830 72,2342 90,4091  114,0950 1450585
40 | 488864 51,4896 54,2679  60.4020 67,4026 75,4013 95,0255  120,7998  154.7620
41 | 50.3752 53,1332 56,0819  62.6100 70,0876 78,6633 99,8265  127,8398  165,0477
42 | 518790 54,7973 579231 64,8622 72,8398 82.0232 1048196  135,2318  175.9505
43 | 533978  56.4823 59,7920 67,1595 75,6608 85,4839  110,0124 1429933 187.5076
44 | 54,9318 58,1883 61,6889 695027 78,5523 89,0484 1154129 151,1430  199,7580
45 | 56.4811 69,9157 63,6142  71.8927 81,5161 92,7199  121,0294  159,7002  212.7435
46 | 58.0459 61,6646 655684 74. 3306 84,5540 96,5015 126,8706  168,6852 2265081
47 | 59.6263 63.4354 67.5519 76,8172 87,6679  100.3965  132,9454  178,1194  241,0986
48 | 612226 65,2284  69.5652  79.3535 90. 8596 104,4084 139, 2632 188,0254  256.5645
49 | 62.8348 67,0437 716087 81,9406 94,1311  108,5406  145,8337  198,4267  272,9584
50 | 64,4632  68.8818 73.6828  84.5794 97.4843 1127969  152.6671 209.3480  290,3359
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TABLA

26

Tl 1w 1% 134% 2% 2% 3% 4% 5% 6%
1 0.9901 0,9877 0.9852 0.9804 0,9756 0,9709 0,9615 0,9524 0.9434
2 1,9704 1,9631 1. 9559 1,9416 1,9274 1,913s 1,8861 1,8594 1,8334
3 2,9410 2,9265 2.9122 2,8839 2.8560 2,8286 2,7751 2.7232 2.6730
4 3.9020 3.3781 3,8544 3,8077 3,7620 3717 3.6299 3,5460 3,4651
5 4,8534 48178 4,7826 4.7135 4. 6458 4,5797 4,4518 4,329s 4,2124
6 5,7955 5,7460 5,6972 5. 6014 5. 5031 54172 65,2421 5. 0757 49173
7 6.7282 6. 6627 6.5982 6,4720 6,3494 62303 6,0021 5,7864 5,5824
8 7,6517 7,6681 7.4859 7,3255 7.1701 7,0197 6,7327 6,4632 6.2098
9 8,5660 8,4623 8.3605 8.1622 7.9709 7,7861 17,4353 7.1078 6.8017
10 9.4713 9, 3455 9,2222 8.9826 8,7521 8,5302 8,1109 7,7217 7.3601
I 10.3676 10,2178 10,0711 9,7868 95142 9,2526 8,7605 8,3064 7,8869
12 11,2551 11,0793 109075  10.5753 10,2578 9,9540 9,3851 8,8633 8,3838
13 12,1337 119302 11,73Ls 11,3484 109832 10,6350 9,9856 9.3936 88527
14 13,0037 12,7706 12,5434  12.1062 11,6909 11,2961 10,5631 9.8986 9. 2950
15 13,8651 13.6005 13,3432 12,8493 12,3814 11,9379 11,1184 10.3797 9,7122
16 14,7179 144203 141318 135777 13,0550 126611 11,6523 10,8378 10,1059
T | 155623  15.2299 149076 14,2915 13.7122 13,1661 12,1657 11,2741 10,4773
18 16,3983 16,0295 15,6726 14. 9920 14,3534 13,7535 12,6593 11. 6896 10,8276
19 17,2260  16.8193 16,4262  15.6785 14,9789 14,3238 13,1335 12,0853 11,1581
20 13.0456 17,5998 171686 16,3514 155892 14,8775 13,5903 124622 11,4699
21 | 18.8570 18,3697 17,9001  17.0112 16,1845 154150 14,0292 12.812 11,7641
22 19,6604 19,1306 18,6208 17,6580 16,7654 15,9369 14 4511 13,1630 12,0416
23 204558 19,8820 19,3309 18,2922  17.331 164436 14,8568  13.4886 12,3034
24 212434 20,6242  20.0304 18.9139 17,8850 16,9355 15. 2470 13.7986 12,6604
25 22,0232 21,3573 20,7196 19.5235 18.4244 17,4131 15. 6221 14, 093s 12.7834
26 | 22,7952 22,0813  21.3986 20,1210 18,9506 17,8768 159828 14,3752 13,0082
27 23.6596 22,7963 22,0676 20,7069 19,4640 183270  16.3296 14,6430  13.2106
28 24,3164 23,5025 22.7267 212813 19,9649 18,7641 16,6631 14,8981 13. 4062
29 25,0658 24.2000 23,3761 21,8444 20,4535 19,1885 16. 9837 15,1411 13.5907
30 258077  24.8889 240158 22,3965 20,9303 19,6004 17,2920 153725 13,7648
31 26,6423 255693 24,6461 229377 21,3954 20,0004  17.5885 16,6928 13,9291
32 27,2696 26.2413  25.2671 234683  21.8492 20,3888  17.8736 158027 14,0840
33 27,9897 26,9050 258790 239886  22,291s 20,7658 18,1476  16.0025 14,2302
34 28.7027 27,5605 26,4817  24.4986 229238 21,1318 18,4112 16,1929 14,3681
35 29,4086 28,2079 27,0766 24,9986 23,1452 214872  1B.6646 16,3742  14.4982
36 30,107s 28,8478  27.6607 254888 23,5563 21,8323 189083  16.5469 14,6210
37 30, 799s 29.4783 28,2371 259695 23,9573 22,1672 19,1426 16,7113 14.7368
38 31,4847 30,1025 28,8051 264406 24,3486  22.4925 19,3679 16.8679 14. 8460
39 32,1630 30,7186 29,3646 26,9026 24,7303 22,8082 19.5846 17,0170  14.9491
40 32,8347 31,3269  29.9158 27,3555 25,1028  23.1148 19,7928 17,1591 15. 0463
41 33,4997 31,9278 30,4590 27,7995  25.4661 234124 19,9931 17,2944 15,1380
42 34,1581 32,5213 30. 9941 28.2348 25,8206  23.7014 20,1856 17,4232 15,2245
43 34.8100 33,107s 31.5212 28,6616 26. 1664 23,9819 20,3708 17,5455 15,3062
44 35, 4555 33,6864 32,0406  29.0800 26.5038 24,2543 20,5488 17.6628 15,3832
45 36. 0945 34, 2582 325523 294902 26,8330 245187 207200 17,7741 15. 4558
46 36,7272 34,8229 33,0565 29,8923 271542 24,7754 20. 8847 17,8801 16. 5244
47 37.3537 35,3806 = 33.5532 30. 2866 274676 25,0247 21.0429 17.9810 15,5890
48 379740  85.9315 340426 30,6731 27,7732  25.2667 21,1951 18.0772 15. 6500
49 385881 36,4765 34,5247 31.0521 28,0714 255017 21,3415 18,1687 16.7076
SO | 89,1961 87,0129 34,9997 314236  28.3623  25.7298 21.4822 18,2659 Ib. 7619
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TABLA

27

z 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0, | 1.0000 09975 0.9900 0.9776 0,9604 0,9385 0,9120 0,8812  0,8463 0,8075
1, 0.7662 0,7196 0.6711 0,6201 ,, 05669 05118 0,4554 0,3980 0,3400 02818
2, 0.2239 0,1666 0,1104 0,0655 0,0025 -0.0484 —0,0968 —0,1424 —01850 --0,2243
3. [—0,2601 —02921 —03202 —0,3443 —0,3643 -—0,3801 --0.3918 —0,3992 —0,4026 04018
4, |—0,3971 -0.3887 —0,3766 03610 -0.3423 —(,3205 —0,2961 -0.2693 —(,2404 —0,2097
6. |[-0.1776 -0.1443 —0,1103 —0,07568 —0,0412 —0,0068 0,0270 0,0599 0,0917 0,1220
6, 0.1606 0,1773 0.2017 0,2238 0,2433 0,2601 0.2740 0,2851 0,2931 0.2981
7, | o0.3001 0,2991 0,2951 0,2882 0,2786 0,2663 0,2516 0,2346 0.2154 0,1944
8, 0.1717 01475 01222  0,0960 0.0692 0.0419 0,0146 -0.0125 —0,0392 —0,06563
9, | —0,0903 —0,1142 —0,1367 —01577 —0,1768 —0,1939 —0,2090 —0,2218 —0,2323 —0,2403

TABLA

28

z 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0, | 0,000 00499  (,0096 01483 (1960 02423 02867 03290 03688 04059
1, 0.4401 0,4709 0,4983 0,6220 0,6419 0,5579 0,5699 0,6778 0,5815 0,6812
2, 0.5767 0,6683 0,6560 0,6399 0,5202 0,4971 0,4708 0,4416 0,4097 0,3754
3. 0,3391 0,3009 02613 0,2207 0,1792 0,1374 0,0955 0,0538 0,0128 ——0,0272
4, |—0,0660 -0.1033 —0,1386 --0,1719 —0,2028 —0,2311 —0,2566 —0,2791 —0,2985 —0,3147
6, |—03276 —0.3371 -0.3432 _0.3460 —0,3453 -0.3414 —0,3343 —03241 —0,3110 —0,2951
6, [-0.2767 —0.2659 —0,2329 —0,2081 --0,1816 —0,1538 -0.1250 —0,0953 —0,0652 —0,0349
T, |-0.0047 0,0252 0,0543 0,0826 0,1096 0.1352 0s592 0,1813 0.2014 0,2192
8, 0.2346 0,2476 0,2580 0,2657 0.2708 0,2731 0,2728 0,2697 0,2641 0,2559
9, 0.2453 0.2324 0.2174 0.2004 0,1816 05613 0.1396 0,1166 0,0928 0,0684
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TABLA

29

30

x 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0, | —o -1.5342  —1,0811 —(8073  -0.6060 --04445 -0.3085 —0,1907 -0.0868 6,0056
1, 0.0883 0,1622 0,2281 0.2865 L1.3378 0.3824 0.4204 0,4520 0,4774 0,4968
2, 0,5104 0.5183 0.5208 0.5181 0,5104 0,4981 0,4813 0,4605 0,4359  0,407s
3. 0,3769 0.3431 0.3071 0,2691 0.2296 0,1890 0,1477 0,1061 0.0645 0,0234
4, |—0,0189 o0.0561 0,0938 01296 01633 01947 —0,2235 —02494 —0,2723 —0,2921
5, |—03085 (3216 -0.3313 -0.3374 -0.3402 —0,3395 0 3354 —0,3282 —03177 —0,3044
6. |-0.2882 0.2694 —0.24%3  -0.2251 - 0.1999 —0,1732 —0,1452 —0,1162 —0,0864 -0.0563
7, |-0.0259 0.0042 049329 0,0628 0,0907 0.1173 0,1424 0,1658 0,1872 0,2066
8, | 0.2235 02381 025061 :,2595 02662 0.2702 0,2716 02700  0,2659  0,2592
9, 0,2499 0.2383 0,2245  0.2086 0.1907 01712 (1502 0,1279 0.1045 0,0804

TABLA

x 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0| -6.4590 -3.3238 -2.2931 -1.7809 -1.4715 -—12604 —1,1032 —0,9781 —0,8731
1, |--07812 06081 (6211 —0,5485 --0,4791 -0.4123 —0,3476 —0.2847 —02237 —0,1644
2. |-0.1070 --0.0517 0.0015 0.0523 0.1005 0.1459 01884 10,2276 02635 02959
3, 0.3247 0.3496 0.3707 0,3879 0,4010 0,4102 0,4154 0,4167 0,4141 0,4078
4, 0,3979 0,3846 0.3680 0,3484 0,3260 0,3010 0.2737 0,2445 0,2136 0,1812
6. | 01479  0,1137 00792  0.0445 0.0101 0.0238 —(,0568 —0,0887 -0,1192 —0,1481
6. [-0.1750 —01998 02223 (2422 0.2596 —02741 —(,2857 02945 -0.3002 —0,3029
7. |—0,8027  n.2095 0.2934 02846 0.2731 02591 —0,2428 (2243 -02039 01817
8 | o.1581 01331 -010 ;2 00806 00535 —00262  0,0011 0,0280  0,0544 00799
8 [ 01043 01275 0.1491 0.1691  0.1871 0.2032  0.2171 0,2287  0,2379 02447
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2 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0, 1,000 1,003 1,010 1,023 1,040 1,063 1,092 1,126 1,167 1,213

1, 1,266 1,326 1,394 1,469 1,553 1,641 1,750 1,364 1,990 2,128

2, 2.280 2,446 2.629 2,830 3,049 3,290 3,553 3,842 4,157 4,603

3, 4,881 6,294 6,141 6,243 6, 785 7,378 8,028 8,739 9,617 10.37

4 11,30 12.32 13,44 1467 16,01 17,48 19.09 20,86 22.79 24,91
5, 27,24 29.79 32,58 35,65 39,01 42,69 46.74 51,17 56,04 61,38
5, 67,23 73,66 80,72 88,46 96,96 106,3 116,5 127,8 140.1 153,7
1, 168,6 185,0 202.9 222.7 24.3 268,2 294.3 323,1 354,7 389.4
8, 421.6 469,5 515.6 566,3 621.9 683,2 750.5 824,4 905.8 995.2
9, 1094 1202 1321 1451 1595 1753 1927 2119 2329 2561

2 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0, [ 00000 00501  0.1005 0.1517 02040 02579  0,3137 03719 04329  0,4971
1, [ 05652 06375 07147 07973 0.8861 0,9817 1,085 1,196 1,311 1,448
2, 1,691 1,745 1.914 2,098 2,298 2,517 2,755 3,016 3,301 3,613
3, 3,953 4,326 4,734 5.181 5. 670 6. 206 6,793 7,436 8, 140 8,913
4, 9,759 10.69 1071 12.82 14.05 15,39 16,86 18,48 20,25 22,20
5, 24. 34 26.68 29.25 32.08 35.18 38.59 42.33 46.44 50,95 55,90
6, 61,34 67.32 73.89 81.10 89.03 97,74 107.3 117.8 129,4 142.1
7, 156.0 171.4 188.3 206.8 221.2 249.6 274.2 301.3 311 3639
8, 399.9 439.5 483.0 531.0 583.7 641.6 7054 775.5 862.7 937.6
9, 1031 1134 1247 1371 1508 1658 1824 2006 2207 2428
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TABLA

33

% 0 1 2 3 4 6 6 7 8 9

0, o 2.421 1.7527 1.3726 11145 09244  0.7775 0.6605 0.5653 0.4867

1, | 04210 0.3656 0.3185 0,2782 0.2437  0,2138 0.1880 01655 0.1459 0.1288

2. | 01139 0,1008 0,08927 007914 007022 0.06236  0,05540 0.04926  0.04382  0.03901

3, [0.08474 0,03095 002759 002461 0.0219% 0.01960 001750  (0,01563  0.01397 0.01248

4, [0,01116 0029980 (028927 0,027988 0.027249  0,026400 0.025730 0025132 0,024597 0,02411¢9

6. |0,023691 0.023308  0,022966 0.022659  0,022885 0.022139  0.021918  0,021721 0.021544 0,021386

6, 10,021244 0,021117 0,021003 0,039001 0,038083 0.037259  0,036520 0,035857 0,085262 0,0%4728

7, 10,034248 (,033817 0033431 0.033084 0,032772 0,032492 0.032240 0.032014  0.031811  0,0%1629

8, |10,081465 0.031317 0031185 0031066 0,019588 0,048626 0,047761 0.06983 0,046283 0,045654

9, |0,005088 0,044579 0.0%44121 0.043710 0,043339 0.043006 0,042706 0,042436 0,042193 0.041975
TABLA

x 0 1 2 3 4 6 6 7 8 9

0. o 9,8538  4.7760 83,0560 21844 1,6564 1.3028 1.0503  0.8618 0.7166

1. (06019 05098 04346  0.3726 0,3208 02774 02406  v.209:  0.1826 0.1597

2. 10,1399 0,1227 Qo079 0,09498  0.08372 007389  0.06628  0.0577-t  0,05111  0,04529

3. [0,04016 0.03563  0,03164 002812  0.02500 0,02224 0.01979  0,01763 0.01671  0.01400

4. 10,01248 001114  0,020938 0,028872 0,027923 0,027078 0026325 0,025654¢ 0.025055 0.024521

6, [0,024045 0,023619 0,023239 0,022900 0,022597 0.022326  0.022083  0.021866 0.021673  0.021499

6, 10,021344 0,021205 0.021081 039691 0,038693 0037799 0.036993  0.036280 1,055636 0.0%5059

7. (0034542 0,034078 0,033662 0,033288 0.032963  0,032653 0,032383 (.032141 0031924 0.031729

8 (00315564 0,0%1396 0,031255 0.031128 0,031014 0.0'9120  0.048200 0.047374 0,046631 0.0'5964

9, [0,0145364 0,044825 0.044340 0,043904 0.0%3512 0,043160 0.042843 0.042669 0.042302 0.0%2072
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TABLA

35

~

(=4 S

N =

© oo

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

I, 0000 1.0000 1. 0000 0. 9999 0,9996 0.9990 0,9980 09962  0.9936 0,9898

0.9844 0,9771 0,9676 0,9554 0,9401 0,9211 0,8979 0,8700 0,8367 0,7975

0.7517 0.6987 0,6377 0,5680 0.4890 0,4000 0.3001 0,1887  0,06511 —,07137
-0.2214  -0.3855 —0,5644 —0,7584 —0,9680 -1.1936 —1,4853 -1.6933 —19674 -2.2576
—2,5634 28848 -3.2195 -3.5679 -3.9283 -4.2991 -4.6784 50639 -5 4531 -5.8429
-6.2301  —6,6107 -6.9803 —7.3344 —7,6674 —7,9736 —8,2466 -8.4794 —8,6644 -8 7937
-8.8583  -8.8491 --B7561 -—85688 -8.2762 -7.8669 -7.3287 -6.6492 —5,8155 -4 8146
-3.6329 ~2,2571  -6737 1.1308 31695  5.4550 17,9994 10. 814 13,909 17,293

20,974 24,957 29,245 33,840 38,738 43,936 49,423 55,187 61,210 67.469

73,936 80,576 87,350 94, 208 10110 107,95 114,70 121.26 127.54 133,43

TABLA

36

z 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0, 0.0000  0,022500  ©.01000  0.02250 0.04000  0,06249  0,08998 0.1224 0.1599 0,2023
L 0,2496 0.3017 0,3587  0,4204 0.4867 0.5576 0,6327 0,7120 0.7953 0,8821
2 0.9723 1. 0654 1.1610 1.2585 1. 3575 1,4672 1,5569 1. 6557 1.7529 1.8472
3. 1.9376 2.0228 2.1016 2.1723 2,2334 2.2832 2.3199 2.3413 2,3454 2.3300
4, 2.2927 2. 2309 2.1422 2.0236 1.8726 1. 6860 1.4610 1.1946 0.8837 0.5251
5. 0.1160 —.3467 —8658 —1.4443 -2.0845 -2.7890 -3.5597 -4.3986 -5.3068 -6.2854
6 WU REE LW ey B LW B DB ONR BEBW B0 DM B oA® B 5w —19.644,
§I -35.017 -35.667 -36.061 -36.159 -35920 -35.298 -34.246 -32.714 -30.651 -BH04T
9, -24.713 -20.724 -15.976 -10.412 -3.9693 3,4106 11,787 21,218 31.758 43,459

248




TABLA

37

38

2 3 4 5 6 7 8 9

0 w 2,4205 1,7331 1.3372 1,0626 0,8559 0,6931 0.5614 0,4529 0,3625

1,] 0.2867 02228  0,1689 0,1235 008513  0,05293 002603  0,023691 —0,01470 —0,02966
2, [—004166 —0,05111 —0,05834 —0,06367 —0,06737 —0,06969 --0,07083 —0,07097 —0,07030 —O0,06894
3,1--006703 —0,06468 —0,06198 —0,05903 —0,05590 —0,05264 —0,04932 —0,04597 —0,04265 —0,03937
4,1-003618 —0,03308 —0,03011 —0,02726 -0.02456 —0,02200 _001960 -0.01734 -0,01525 —0,01330
5,(—001151 —0,029865 —0,028359 —0,026989 —0,025749 —-0,024632 —0,023632 —0,022740 —0,021952 —0,021258
6,|—00%6530 —0,081295 0,033181  0,036991 0,021017 0,021278 0,021488 0,021653 0021777 0,021866
T.[ 0021922 0021951 0,021956 0,021940 0.021907  0,021860 0,021800 0,021731 0,021655 0,021572
8. 0,021486 0,021397 0.021306  0.021216  0.021126  0,021087 0.039511  0,0°8675 0,037871  0,037102
9, 0,036372 0,035681 0.035030 0,034422 0,033855 0,033330 0,032846 0,032402 0,031996 0,031628

TABLA

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

, |FO,"{854 -0.7769 —0,7581 —0,7331 —0,7038 —0,6716 —0,6374 —06022 —05664 —0.5305
I, [0.4950 —0,4601 —0,4262 —0,3933 03617 —0,3314 03026 —02752 02494 -0.2251
2, [-0,2024 —0,1812 01614 —0,1431 —0,1262 -0.1107 -609644 —0,08342 -0.07157 —0,06083
3,[|0.05112  —0,04240 —0,03458 -0.02762 —0,02145 —0,01600 -0.01123 —0,027077 —0,023487 —0.034108
4,(]0,022198 0,024386 0,026194 0,027661 0,028826  0,029721  (.01038 0,01083 o0,01110 0,01121
5 [[0,01119  0,011056  0,01082 0,01051  0,01014 0,029716  0,029255 0,028766 0,028258 0,027739
6, |[0,027216 0,026696 0.026183  0,025681 0,025194 0.024724 0024274 0,023846 0,023440 0,023058
7.110,022700 0022366 ©0,022057 0021770 ©0,021507 0,021967 0.021048  0,038498 0.0%6714 ©0,035117
8,11 0,033696 0,032440 0,031339 0,0¢3809 —0,044449 —0,031149 —(,(31742 -—6.032233 --0,032632 —0,0%2049
9

|~0,033192 —0,0%3368 —0,033486 —0,033552 - 0. 033574 --0,033557 —0.033508 —0,033430 —0,033329 - 0. 033210
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TABLA

39

La tabla siguiente proporciona algunas de las primeras raices positivas de diferentes ecuaciones. Obsérvese
que en todos los casos de raices consecutivas de elevado valor, aquellas difieren entre si por una cantidad que se
aproxima g 7= $14159

n=20 n =1 n=2 n=23 n=4 n=2>5 n==6
2,4048 3,8317 5.1356 6,3802 7.5883 8,7715 9,9361
5.5201 7,0156 84172 9,7610 11,0647 12,3386 13,5893
8,6537 10.1735 11,6198 13.0152 14.3725 15,7002 17,0088
In(®) = 0 11,7915 13.3237 14.7960 16.2235 17,6160 18,9801 20,3208
14,9309 16,4706 17,9598 19,4094 20,8269 22,2178 23,5861
18,0711 19,6159 21,1170 22,5827 24,0190 25,4303 26,8202
0.8936 2,1971 3,3842 45270 5,6452 6,7472 78377
3,9577 54297 6.7938 8.0976 9.3616 10,5972 11,8110
Y = o 7,0861 8.5960 10.0235 11,3965 12,7301 14,0338 15,3136
10,2223 11,7492 13.2100 14,6231 15,9966 17.3471 18.6707
13.3611 14.8974 16,3790 17.8185 19.2244 20,6029 21.9583
16.5009 18.0434 19.5390 20.9973 22,4248 23,8265 25,2062
0.0000 18412 3,0542 4,2012 5,3176 6.4156 75013
3.8317 5.3314 6.7061 8.0152 9,2824 10,5199 11,7349
J,:(z) -0 7,0156 8,5363 9.9695 11.3459 12,6819 13,9872 15,2682
10,1735 11.7060 13.1704 14,5859 15,9641 17,3128 18,6374
13.3237 14.8636 16.3475 17.7888 19,1960 20.5755 21,9317
16.4706 18,0155 19,5129 20.9725 22.4010 23.8036 25,1839
2.1971 3.6830 5,0026 6,2536 7,4649 8,6496 9,8148
5.4297 6.9415 8.3507 9.6988 1l ,0052 12,2809 13,5328
Yiz) = 0 8,5960 10.1234 11.5742 12.9724 14,3317 15.6608 16,9655
11.7492 13.2858 14.7609 16,1905 17,5844 18,9497 20.2913
14.8974 16.4401 17.9313 19,3824 20,8011 22,1928 23,5619
18.0434 19.5902 21.0929 22.5598 23,9970 25,4091 26,7995

250



x le(x) Is(x) Icdx)
0,0 ® 0,0000 )
0.5 0.6598 0,4931 0.1778
10 0.2194 0,9461 -0,3374
16 0,1000 1,3247 —0,4704
2,0 0,04890 1,6064 -0. 4230
2,5 0,02491 1,778 —0,2859
30 0,01305 1,8487 -0.1196
R 0,026970 1,8331 0.0321
4.0 0,023779 1,7582 0.1410
45 0.022073 1.6641 0.1936
50 0,021148 1. 6499 0,1900
5.6 0,036409 1,4687 0.1421
6.0 0,03601 1,4247 0,0681
6.5 0.032034 1.4218 —0,0111
70 0. 031166 1,4546 —0,0767
7.6 0,046583 1,5107 —0,1156
8,0 0.0' 3767 1,5742 —0,1224
8,5 0,012162 1,6296 -0.09943
9.0 0,041245 1,6650 —0,05535
9.6 0,057185 1,6745 —0,022678
10.0 0,054167 1,6583 0. 04646

251




z Py (=) Py(=) P, () Py(x)
0.00 -—0,5000 0, 0000 0.3750 0,0000
0.05 —0,4963 -0,0747 0,3657 0,0927
0,10 —0,4860 —0,1475 0,3379 0,1788
0,15 —0,4663 -0.2166 0,9998 0.2523
0,20 -0. 4400 -0. 2800 0.2320 0,3075
0.25 —0,4063 —0,3359 0,1577 0,3397
0.30 —0,3650 --0,3825 0.0729 0,3454
0,35 -0. 3163 —0,4178 —0,0187 0,3226
0,40 -0. 2600 —0,4400 —0,1130 0,2706
0,45 -0. 1963 -0. 4472 —0,2050 0.1917
0.50 -0. 1250 —0,4875 -0.2891 0,0898
0,65 —0,0468 -0. 4091 —0,3590 —0,0282
0,60 0,0400 —0,3600 -0. 4080 —0,1526
0,65 0,1338 --0,2884 -0.4284 —0,2705
0.70 0,2350 ~0,1925 —0,4121 —0,3652
0,75 0.3438 -—0,0703 -0. 3501 —0,4164
0,80 0. 4600 0. 0800 -0.2330 -0. 3995
0.85 0.5833 0. 2603 —0,0506 —0,2857
0.90 0,7150 0.4725 0.2079 -0. 0411
0,95 0.8538 0.7184 0,5541 0,3727
1.00 1.0000 |', 0000 1.0000 |', 0000

252




¢ P, (cos €) Py (cos¢) Py (cos 6) P, (cos ¢) Py (cos 6)

0° 1,0000 I, 0000 I, 0000 I, 0000 1,0000

5° 0,9962 0. 9886 0,9773 0.9623 0,9437
10° 0,9848 0.9548 0. 9106 0,8532 0.7840
18° 0,9659 0.8995 0,8042 0.6847 0,5471
20° 09397 0. 8245 0. 6649 0.4750 0.2715
25° 0.9063 0,7321 0,5016 0. 2465 0,0009
30° 0,8660 0,6250 0,3248 0.0234 —0,2233
35° 0,8192 0,5065 0.1454 -0.1714 —0,3691
40° 0,7660 0,3802 -0. 0252 —0,3190 ~0,4197
45° 0.7071 0. 2500 —0,1768 —0,4063 -—0,3757
50° 0,6428 0,1198 —0,3002 —0,4275 —0,2545
55° 0,5736 —0,0065 —0,3886 —0,3852 —0,0868
60° 0,5000 —0,1250 -0. 4375 —0,2891 0.0898
6b¢ 0,4226 —0,2321 —0,4452 —0,1552 0,2381
70° 0,3420 -0.3245 —0,4130 —0,0038 0,3281
75° 0,2588 —0,3995 —0,3449 0,1434 0,3427
80" 0,1737 —0,4548 —0,2474 0. 2659 0,2810
85° 0,0872 —0,4886 4.1291 0.3468 0,1577
90° 0,0000 —0,6000 0. 0000 0,3750 0,0000

253




TABLA
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K E v K E
1.5708 1.5708 30° 1.6858 1,4675
1.5709 1,5707 31 1,6941 1,4608
1.5713 1,5703 32 1,7028 1,4539
1,5719 1,6697 33 1,7119 1.4469
1.5727 1.5689 34 1,7214 1,4397
1,6738 1.5678 35 1,7312 1.4323
1.5751 1.5665 36 1,7415 1,4248
1,6767 1,5649 37 1.7522 14171
1.5785 1,5632 38 1.7633 1,4092
1,5805 1,5611 39 1,7748 1,4013
15828 1.5589 40 1,7868 1.3931
1,5854 1,6564 41 17992 1,3849
1,5882 15537 42 1,8122 1,3765
1.5913 1,5507 43 1.8256 1,3680
1,5946 15478 44 1,8396 1.3594
1,5981 1,5442 45 1.8541 1.3506
1,6020 1,6405 46 1.8691 1,3418
1,6061 1,5367 47 1.8848 1.3329
1,6105 1.5326 48 1,9011 1,3238
1,6151 1,6283 49 1,8180 1,3147
1,6200 1,6238 50 1.9356 1,3055
1,6252 1.5191 51 1.9539 1,2963
1,6307 15141 52 1,9729 1,2870
1,6365 1,5090 53 1.9927 1,2776
1. 6426 1.5037 54 2,0133 1. 2681
1. 6490 14981 55 2,0347 1.2587
1,6557 1.4924 56 2,0571 1.2492
1.6627 1.4864 51 2,0804 1,2397
1.6701 1,4803 58 2,1047 1,2301
16777 1.4740 59 2.1300 1,2206
1.6858 1.4675 60 2,1565 1.1

254

60°
61
62
63
64
65
66
67
68
69
70
71
72
73
74
75
76
71
78
79
80
81
82
83
84
85
86
87
88
89
90

K E
2,1565 1.2111
21842 1.2015
2,2132 1,1920
2,2435 1,1826
2.2754 1,1732
2.3088 1.1638
2.3439 1,1545
2.3809 1.1453
24198 1.1362
2.4610 1,1272
2,5046 11184
2,5507 1,1096
2,5998 11011
2,65621 1.0927
2.7081 1,0844
7-7681 1,0764
2,8327 1,0686
29026 1.0611
2,9786 1,0538
3.0617 1.0468
3,1534 1,0401
3.2553 1.0338
3,3699 1,0278
3,6004 1,0223
3.6519 1.0172
3.8317 1,0127
4,0528 1,0086
4.3387 1,0053
4.7427 1,0026
5.4349 1,0008
0 |', 0000




TABLA
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" v 0° 10° 20° 30° 40° 50° 60" 10 80" 9g°
0° 0.0000 0.0000 0.0000 0, 0000 0.0000 0, 0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
10° | 0s745 0,1746 01746  0.1746 0,1749  0.1751 0.1762 0.1753 0" 1754 0. 1754
20° | 0,3491  0.3493 0. 3499 0,3508  0.3520 0.3533 0.3545 0. 3555 0. 3561 0. 3564
30° | os236  0.5243 0.5263 0,5294 05334  0.5379 0,5422  0.5459 0. 5484 0 5493
40° | (,6981 06997  0.7043 0,7116  0.7213 0.7323 0,7436  0.7535 07604  0.7629
50° | 08727  (,8756  0.8842 0,8982  0.9173 0,9401 09647  0.9876 1.0044 1.0107
60° 1,0472 10519 1,0660 1089 1,1226 11643 12126 12619 13014 1.3170
70° | 12217 12286 12495 1,2853 13312 1. 4068 1. 4944 1. 5959 16918 17354
80° | 13963 14056  1.4344 14846 15597  1.6660 1.8125 20119 22653 2. 4362
90° | 15708  1,5828  1,6200  1.6858 1,7868 1.9356 2.1565 25046 3,1534 ©
TABLA

s 4 0° 10° 20° 30° 40° 50° 60" 70° 80° 80°
0° 0, 0000 0,0000 0. 0000 0, 0000 0, 0000 0, 0000 0, 0000 0 0000 0. 0000 0, 0000
10° 0,1746 0,1745 0s744 0,1743 0. 1742 0. 1740 0.1739 0,1738 01737 0,1736
20° 0,3491 0,3489 0,3483 0,3473 0,3462 0,3450 0,3438 0,3429 0,3422 0. 3420
30° 0,5236 0.5229 05209 0.5179 0.5141 0,6100 0,5061 0.5029 0,5007 0. 6000
40° | 06981 06966 06921 06851 06763 06667 06575 0.6497 06446 06428
50° 0,8727 0,8698 0,8614 0,8483 0,8317 0.8134 0,7954 0,7801 0,7697 0. 7660
80° 1,0472 1,0426 1,0290 LOO76 0.9801 0,9493 0.9184 0,8914 0.8728 0. 8660
q0° 1,2217 1,2149 1,1949 1.1632 1.1221 1,0750 1. 0266 0,9830 0.9514 0.9397
80° | 13963 1.3870  1,8597 13161 12690 11926 11225  1.0565 1.0054 0.9848
90° | 1,6708 1,5589  1,5238 146756  1.3931  1.30% 12111 11184 1.0401 1.0000

255




TABLA

P 0 1 2 3 4 6 6 7 8 9
0.0 | 03989  0.3989 0.3989 0,3988  0,3986 0.3984 0,3982  0.3980 0.3977 0.3973
01 03970  0.3965 0.3961 0,3956  0.3951 03945 0,3939 03932  0.30%5 0,3918
0.2 | 0.3910 0. 3902 0,3894  0.3885 03876  0,3867  0,3857  0.3847 0,3836  0,3825
0.3 | 0.3814 0. 3802 0.3790 03778 03765 03752  0.3739 03725  0.3712 0,3697
0.4 | 0.3683 0. 3668 0.3663 03637 03621  0,3605 0,3589  0.3572 0,35556  0.3538
05 | 03521 0.3503 03485 03467 03448 03429 03410 03391 03372  0,3352
0.6 | 0.3332 03312 0.3292 03271 03251  0,3230  0.3209 0.3187 0,3166  0,3144
0.7 | o0.3123 0,3101 03079 03056 0,034  0,3011  0.2989 0,2966  0,2943  (,2920
0.8 0. 2897 0,287 1 02850  0.2827 0.2803 0,2780  0.2766 02732  0.2709 0,2685
0.9 | 02661  0.2637 21,2613 02589 02565 02541  0,2516  0.2492 0. 2468 0,2444
10 | 0.2420 0.2396 0.23711 0.2347 02323 02299  0.2276 0,2251  0.2227 0,2203
1,1 | oamn 0. 2166 02131  0.2107 02083  0,2058  0.2036 0.2012 0.1989 0,1965
1,2 | 0.1942 0.1919 01895 011872 01849 01826  0.1804 01781 01758  0,1736
1,3 | 01714 0.1691 0. 1669 0,1647  0.1626 0.1604 0,1582  0,1561  0.1639 0,1518
1,4 | 01497 0,1476  0.1466 01435 0.1416 0,1394 0,1374 013564 01334  0,1315
1.6 | 0.129% 0.1276 0.1257 0.1238 0.1219 01200 01182 01163  (.1146 0,1127
1,6 | 0.1109 Q1002 Qo74 0. 1067 0.1040 0,1023 0,1006 00989  0.0973 0,0957
1.7 | 0.0940 0.0926 0.0909 0.0893 0,878 00863 0,848 00833 00818 00804
1.8 | 0.079 0,0775  0.0761 0.0748 0,0734 0.0721 0,0707  0.0694 0,0681  0,0669
1.9 | 0.0666 0. 0644 0,0632  0.0620 0. 0608 0,0596  0,0584  0,0673  0.0662 0,0651
2.0 | 0.0640 0. 0629 00619 00508 00498 00488  0,0478 00468  0,0459  0,0449
2.1 0.0440 0,0431 0,0422 0,0413  0,0404 0,0396  0,0887  0.0379 0,0371  0.0363
2.2 | 0.0366 0.0347 00339  0,0332  0,0325  0.0317 0,0310  0.0303 0,0297  0,0290
2.3 | 00283 00277 00270  0,0264  0.0268 0,0252  0.0246 0,0241  0,0235  0.0229
24 | 0.024 0,0219  0.0213 0,0208 0,203 00198 0,0194 00189 00184  0,0180
25 | oor'7e  0.0171 0,0167  0,0163 00158 00154  0,0151 0,0147 00143  0.0139
26 | 00136 00132  0.0129 0,0126 ROL22 0,0119  0.0116 0,0113 00110  0.0107
27 | 00104 00101  0.0099 0.0096 0,0093 00091 00088 0,008 00084  0,0081
28 | 0.0079 0.0077 0,0076  0.0078 00071 0,069 00067 00065 00963  0,0061
2.9 | 0.0060 0,0068  0.0066 0.0066 0,0053  0.0051 0,0050 0,0048  0,0047  0,0046
3.0 0.0044 0,0043  0.0042 0,0040 00039 00038  0,0087  0.0036 0,0035  0,0034
3.1 00033  0,0032  0.003L 0.0030 0.0029 0,0028  0.0027 0,0026  0,0025  0,0025
3.2 00024  0.0023 0.0022 0.0022 0,0021  0,0020  0.0020 0,0019  0,0018  0,0018
3.3 0,0017 0.0017 0,0016 0,0016 0,0015 0,00156  0,0014 0,0014  0,0013 0,0013
84 | 0.0012 00012  0.0012 0,0011  o0011 00010 00010 00010  0.0009 0,0009
3.5 0. 0009 0. 0008 0. 0008 0,0008 0,0008 0,0007 0,0007 0. 0007 0,0007 0,0006
36 | (,0006  0.0006 0.0006 0. 0005 0,0005  0,0005 00005 00005 0,0005 0,0004
3.1 | 00004  0.0004 0.0004 00004  0,0004 00004 00,0003 00003 00003  0,0003
38 [ 00003  0.0003 0,0003 00003  0,0003  0,0002  0,0002  0.0002 0,0002  0,0002
3.9 0. 0002 0. 0002 0. 0002 0. 0002 0,0002 0,0002 0,0002 0,0002  0,0001 0.0001

256




TABLA
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z 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0.0 | 05000 05040  0.5080 0.5120 0.5160 05199  0,5239  0,5279  0,531s 0,5359
0s 0.5398 055438  (0.5478 05517 05557  0,5596  0.5636 0.5675 05714  0.5754
0.2 | 05793 05832 05871 05910 05948 05987  0,6026 06064 06103  0,6141
0.3 | 0.6179 0.6217 0,6255  0,6293 0,633t 06358 06406 06443 06480 06517
04 | 06554 06591  0.6628 06664  0,6700  0,6736  0.6772 0.6808 0,6844  0,6879
05 | 06915  0.6950 0,6985  0,701s 0.7054 0,7088 07123  0,7157 07190  0.7224
06 | 07258  0.7201 07324 07357  0,7389  0,7422 0,454 07486 07518  0.7549
07 | 07580  0.7612 07642 07673  0,7704  0,7734¢ 07764 07794  (.7823 0,7852
0.8 | 07881  0.7910 0,793s 0,7967  0.799 0,8023 08051  0,8078  0.8106 0,8133
03 | 08159  0,8186 0,8212  0(,8238  0.8264 0,8289 08315  0.8340 0. 8365 0.8389
1,0 | 08413 0.8438 0,8461 08485  0,8508 08531 08554 08577 08599 08621
11 | 08643  0.8665 0.8686 0,8708  0.8729 08749 08770  0.8790 08810  0.8830
1,2 | 0.8349 0,8869  0,8888  0.8907 0.8925 08944  0.8962 0,8980 08997 09015
1,3 | 09032 0,904s 0.9066 0. 9082 0.9099 09115  0.9131 09147 09162  0.9177
14 | 09192 0,9207 09222 09236 09251 0. 9265 0,9279 09292  0.9306 0,9519
1.5 0,9332 0,9345 0,9357 0,9370 0,9382 0,9394 0,9406 0.9418 0,9429 0,9441
1.6 | 09452 09463 09474  0,9484 0,9495  0.9505 09515  0.9525 0. 9535 0. 9545
1,7 | 09554  0.9564 09573 09582  0.9591 0. 9599 0. 9608 0. 9616 09626  0,9633
18 | 0.9641 0,9649 09656 09664  0.9671 09678  0.9686 03693 09699  0,9708
19 | 09718 0,97Ls 09726 09732  0.9738 09744 09750  (,9756  0.9761 0.9767
20 | 09772 09778 09783  0.9788 09793 09798  0.9803 0,9808  0.9812 0,9817
21 | 0.9821 0.9826 0,9830  0.9834 0,9838 0,9842 09846 09860  0.9854 0,9857
22 | 0981 09864 09868  0.9871 09875 09878  (,0881  0,9884  0.9887 0,9890
23 | 03893 0.9896 09898 09901 09904  0,9906  0.9909 0,9911  0.9913 0.9916
24 | 09918 09920 09922  0.995 09927 0,992 0.9931 0,9932  0.9934 0.9936
25 | 09938 09940 09941 09943  0.99%45 0,9946  0,9948  0,99s 0.9951 0. 9952
26 | 09953 09955 09956 (9957  0.9959 0,9960  0,9961 09962  0,9963 09964
27| 09965 09966 09967 09968  0,9969 09970 09971 09972 09973  0.9974
28 | 09974 09976 09976 09977 09977  0.9978 0,997s 03979 0,9980  0,9981
29 | 09981 09982 09982 10,9983  0.9984 09984 09985  0,9985 0,9986  0,9986
30 | 09987 09987 0,9987 (9988  0.9988 0,9989  0,9989  0.9989 0,9990  0.9990
3,1 | 03990 0.9991 09991 09991 09992  0.9992 0,9992 09992  0.9993  0,9993
32 | 03993 03993 0,9994 09994 09994  0.999%4 09994 09995 09995  0,9995
38 | 03995 0. 9995 09995 09996 09996 03996 0. 9996 09996 09996  0,9997
3.4 0,9997 0,9997 0,9997 0,9997 0,9997 0,9997 0,9997 09997 0,9997 0,9998
35 | 09998 09998 (9998 09998 09998  0,9998  0,9998  0.9998 0,9998  0.9998
86 | 03998 03998 0,9999 03999 0. 9999 0,999s 0,9999 0,999 0,9999 0,999
37 | 03999 03999 03999 03999  0.9999 0,9999 09999 03999  0,9999  0,9999
3.8 03999 03999 0,999s 03999 03999 0,999s 0,9999 03999 0,9999 0,999
39 | 1,0000 I,0000 1,0000  1.0000 1. 0000 I, 0000 1..0000 1..0000 1..0000

|', 0000




n o0 £0.99 .97 to.gs tos tom to.5s o1 £o,60 to.55
1 63,66 31,82 12,71 6,31 3.08 1,376 1,000 0,727 0,325 0,158
2 9.92 6.96 4.30 2,92 1,89 1,061 0,816 0,617 0,289 0,142
3 5,84 4,54 3.18 2,35 1,64 0,978 0,765 0,584 0,277 0,137
4 4.60 3.75 2,78 2.13 1,53 0.941 0,741 0,569 0,271 0,134
5 4.03 3.36 2,57 2,02 1,48 0,920 0,727 0,559 0,267 0.132
6 3.7 3.14 2,45 1,94 1,44 0,906 0,718 0,553 0,265 0,131
7 3,50 3.00 2.36 1,90 1,42 0,896 0,711 0,549 0,263 0,130
8 3.36 2,90 2,31 1,86 1,40 0.889 0,706 0,546 0,262 0,130
9 3,25 2.82 2,26 1,83 1,38 0,883 0,703 0,543 0,261 0,129

10 3.17 2,76 2.23 181 1,87 0,879 0,700 0,542 0,260 0,129

1 3.11 2,72 2.20 1.80 1,36 0,876 0,697 0,540 0,260 0,129

12 3.06 2,68 2,18 178 1.36 0,873 0,695 0,539 0,259 0,128

13 3,01 2,65 2,16 1.77 1,35 0,870 0,694 0,538 0,259 0,128

14 2.98 2,62 2.14 1.76 1,34 0,868 0,692 0,537 0,258 0,128

15 2.95 2.60 2,13 1,75 1.34 0,866 0,691 0,536 0,258 0,128

16 2,92 2,58 2,12 1,75 1.34 0,865 0,690 0,535 0,258 0,128

17 2,90 2,57 2.11 1,74 1,33 0,863 0,689 0,534 0,257 0,128

18 2,88 2,58 2,10 173 1,33 0,862 0,688 0,534 0,257 0,127

19 2,86 2,54 2,09 1.73 1,33 0,861 0,688 0,533 0,257 0,127

20 2,84 2,53 2,09 1,72 1.32 0,860 0,687 0,533 0,257 0,127

21 2,83 2.52 2.08 1,72 1,32 0,859 0,686 0,532 0,257 0,127

22 2,82 2,51 2.07 1,72 1,32 0,858 0,686 0,532 0,256 0,127

23 2,81 2.50 2,07 1,71 1,32 0,858 0,685 0,532 0,256 0,127

24 2,80 2.49 2.06 1,71 1,32 0,857 0,685 0,531 0,256 0,127

25 2.79 2.48 2.06 1,71 1,32 0,856 0,684 0,531 0,256 0,127

26 2,78 2,48 206 1.71 1.32 0,856 0,684 0,531 0,256 0,127

27 2.77 2,47 2,05 1,70 1,31 0,855 0,684 0,531 0,256 0,127

28 2.76 2.47 2.05 1,70 1,31 0,855 0,683 0,530 0,256 0,127

29 2,76 2,46 2,04 1,70 1,31 0,854 0,683 0.530 0,256 0,127

30 2,75 2.46 2,04 1.70 1.31 0,854 0,683 0,530 0,256 0,127

40 2,70 242 2,02 1,68 1,30 0,851 0,681 0,529 0,255 0,126

60 2,66 2,39 2.00 1,67 1,30 0,848 0,679 0,527 0,254 0,126

120 2,62 2.36 1.98 1,66 1,29 0,845 0,677 0,526 0,254 0,126

@ 2,58 2,33 1.9 1.645 128 0,842 0,674 0,52/ 0,253 0,126

Tomada de: R. A. Fisher y F. Yates, Statistical Tables for Biological, Agricultural and Medi-
cal Research (6*. edicion, 1963), Tabla III, Oliver y Boyd Ltd., Edimburgo. con

permiso de los autores y editores.
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"_ (é,ses Xjso X 6,975 xg,% Xooo 15 xé,.r,o Xt 25 o XO? B x o2 025 xé,m x%,ooa
1| 788 663 502 38 271 1,82 045 0,102 0,0158 0,0039 0,0010 0.0002 0,0000
2 | 106 921 738 59 461 277 1,39 055 0211 0,103 0.0506 0,0201 0,0100
3| 128 11,3 93 7.8L 625 411 237 121 0584 0,352 026 0115 0,072
4| 149 133 111 949 7.78 530 336 192 106 0711 048 0,297 0,207
51 167 151 128 11,1 9,24 663 435 2,67 161 115 0,81 3564 0,412
6| 185 188 144 126 10,6 784 535 345 220 164 1,24 0,872 0,676
71 20,8 185 160 141 120 9.04 635 425 28 217 169 124 0.98
8| 20 21 175 155 134  10.2 7.3 507 3.49 273 218 1,65 L34
9 | 236 21,7 190 169 14.7 114 83 590 417 333 270 209 1,73

10| 252 232 205 183 16.0 125 934 674 487 394 325 256 216

11| 268 247 219 197 113 17 103 758 5B8 457 3.8 305 260

12 283 262 233 210 185 148 11,83 844 630 523 440 85T  3.07

13| 298 277 247 224 198 160 123 930 704 58 501 4.1 3.57

14 31,3 291 261 237 2.1 171 133 102 1779 6.5 563 466  4.07

15 328 306 275 250 223 182 148 110 855 726 626 523 4,60

16| 343 320 288 9263 235 194 153 11,9 931 796 691  6.81 5,14

17| 857 334 302 276 248 205 163 128 101 867 756 641 570

18| 372 848 3815 289  26.0 21,6 17,3 137 10,9  9.39 823 701 626

1| 386 382 329 0.1 21.2 227 183 146 1.7 101 891 763 684

2¢ | 400 37.6 342 314 284 238 19,3 155 124 10,9 959 826  7.43

21 414 389 355 327 295 249 203 163 182 116  10.3 890  8.03

2 428 403 3%.8 339 8,8 260 2.3 172 140 123 110 954 8.64

2 44,2 416 381 852 32,0 271 223 181 148 131 11,7 102 926

2 456  43.0 39,4 364 332 28,2 23.3 190 157 138 124 109 989

2 46,9 44,3 40,6 37.7 344 29,3 24.3 19,9 16.5 14,6 13,1 1i,5 10,6

% 48,3 456 41,9 389 356 304 253 208 17.3 154 138 122 112

? 496 47,0 432 40,1 367 38L,5 263 2L7 8.1 162 146 129 118

2 51,0 483 445 413 3879 326 2.3 227 189 169 153 136 125

21 523 496 457 426 391  33.7 283 236 198 1.7 160 143 131

3 5.7 B0,9  47.0 428 40,3 348 293 245 206 185 168 150 13.8

4 668 63,7 593 558 518 456 393 337 29,1 265 244 222 20,7

g 795 762 714 675 632 563 49,3 429 377 348 324 297 28,0

60| 92,0 834 833 791 744 670 593 523 465 432 405 375 355

701 1042 1004 95,0 905 855 776 693 61,7 553 51,7 488 454 433

80 | 1163 1123 106.6 1019 96,6 881 793 T11 643  60.4 57,2 535 51.2

90 | 1283 1241 1181 1181 1076  98.6 8.3 806 733 691 656 618 59.2

100 140.2 1358 1296 124,83 1185 1091 993 9.1 824 779 742 701 673

Tomada de: Catherine M Thompson, Table of percentage points of the X* distribution, Bio-

metrika, Vol. 32 (1941), con perniso del autory del editor.
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il 2 3 4 5 6 8 12 16 20 30 40 50 100 =
2
1(161,4 1995 215.7 2246 230,2 234,0 2389 243,9 246,3 248,0 250,1 251,1 252,2 253.0 254.3
2|l18.51 19,00 19,16 19,25 19,30 19,33 19,37 19,41 19,43 19,45 1946 19.46 19,47 19,49 19,50
3( 1013 955 9.28 912 901 894 88 8.74 869 866 862 860 8.58 856 8.53
4| 771 694 659 639 626 616 6.04 591 584 58 575 571 570 566 563
5[ 661 5.79 541 519 505 495 482 4,68 4.60 456 450 4,46 4,44 4.40 4.36
6| 599 5.14 4,76 4.53 439 428 415 4,00 392 38T 381 3.77 375 371 3,67
7|55 474 435 4.12 397 387 373 357 349 344 338 3.34 332 328 3.23
8| 532 446 407 384 3.69 358 344 328 320 315 3.08 3,05 303 298 293
9| 512 4.26 386 363 348 337 323 307 298 293 28 282 280 27 271
10| 49 410 3871 3.48 3,33 3.22 3.07 291 2.8 277 270 267 264 2.5 2.54
I |484 398 359 336 820 309 29 279 270 265 257 253 250 2456 240
12| 475 389 349 326 311 3.00 285 2.69 260 254 246 242 240 2.35 230
13| 4,67 381 341 3.18 3,03 292 277 260 251 246 238 234 232 226 221
14| 4.60 374 834 3.11 296 285 270 2.53 244 239 2.31 2.27 224 219 213
15| 454 368 3.29 3,06 29 279 264 248 2.39 233 22 221 218 212 2.07
16| 449 3,63 324 301 28 274 259 242 233 228 220 21 213 207 2.01
17| 4,45 359 320 29 2.81 270 255 238 229 223 215 211 2.08 202 196
18| 4,41 355 316 293 277 266 251 2.34 225 219 211 207 204 198 192
19| 438 352 313 29 274 263 248 23F 221 216 207 202 2,00 194 1.88
20 4,35 349 310 287 2m 260 245 228 218 212 2.04 199 196 190 184
22| 430 344 305 2.82 266 255 240 2.23 213 207 198 1903 191 184 178
24| 426 340 301 278 2.62 251 236 218 209 203 194 189 18 1,80 1,73
26| 423 337 298 274 259 247 232 215 205 199 19 185 182 176 169
28| 4,20 3.3¢4 295 271 256 245 229 212 202 196 1,87 181 178 1,72 165
30| 4.17 332 292 269 253 242 227 209 199 193 184 179 176 169 1,62
40| 4,08 3.23 2,84 261 245 234 218 2,00 190 184 174 169 166 159 151
50 4,03 3,18 279 256 240 229 2.13 195 185 178 169 1,63 1,60 152 144
60| 4.00 3.15 2.76 2.53 237 225 210 192 181 175 165 159 156 1.48 139
70 398 313 274 2550 235 223 207 18 1,79 172 162 156 153 145 1,35
80| 396 311 272 248 233 221 205 18 177 170 160 154 1,51 142 1.32
00| 3.94 3.09 270 246 2.30 219 203 18 1.75 168 157 151 148 1,39 1,28
50| 391 3.06 267 243 227 216 200 182 1,71 164 154 147 144 184 1.22
00( 389 304 265 241 226 2.14 198 180 169 162 152 145 142 1,32 119
lo| 386 302 2.62 2.39 2.23 212 1.96 178 1,67 160 149 142 138 128 1.13
o | 384 29 260 237 221 209 194 1,775 164 157 146 140 132 124 1.00

Tomada de: G. W. Snedecor y W. G. Cochran, Statistical Methods (6*. edici6én, 1967), im-

prenta de la Universidad del Estado de
autores y del editor.
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S

}1"‘)‘!

}"1 1 2 3 4 5 6 8 12 16 20 30 40 50 100 ®
“2

1 4062 4999 5403 5625 5764 5859 5981 6106 6169 6208 6258 6286 6302 6334 6366
2 198,49 99,01 99,17 99.25 99,30 99.33 99.36 99.42 99.44 99,45 99.47 99.48 99.48 99.49  99.50
3 184,12 30,81 29,46 28,71 28,24 27,41 2749 27,05 28.63 26,69 2650 2641 26.35 26,23 26.12
4 |21,20 18.00 16,69 15,98 15,52 1521 14,80 14,37 14,15 14,02 13.83 13.74 13,69 13,57 13.46
5 [16.26 13,27 12,06 11,39 10,97 10,67 10,27 989 968 955 938 929 6,24 913 9.02
6 1374 1092 978 915 875 847 810 7,72 752 739 723 714 709 699 6.8
711225 955 845 785 T46 719 681 647 627 615 598 59 58 575 5656
8 111,26 865 1759 7.00 6,63 637 603 567 548 536 52 511 506 49 486
9 |10,56 802 699 642 606 580 547 511 492 4ao 464 45 451 441 431
10 10,04 7.5 655 599 564 539 506 4,71 452 441 425 417 412 401 301
11 1905 720 622 567 532 507 4,74 440 421 410 394 38 38 370 3.60
12193 693 595 541 506 482 450 416 398 38 370 361 356 346 3,36
131907 670 574 520 48 462 430 396 378 367 351 342 331 321 3,16
14188 651 556 503 469 446 414 380 362 351 334 326 3201 31 300
15] 868 636 542 489 456 432 4.00 367 348 336 320 312 3,07 297 287
161853 623 529 477 444 420 358 355 337 3825 310 301 29 286 275
17 { 840 611 518 467 434 410 379 345 327 316 300 292 28 276 265
181828 601 509 458 425 401 371 337 319 307 291 28 278 268 257
19 1818 593 501 450 417 394 3.63 330 312 300 28 276 270 260 249
20 1810 585 494 44 410 387 356 323 305 294 2797 269 26 25 24
22 | 794 572 482 431 399 37 345 312 294 28 267 25 253 242 23l
24 {782 561 472 422 390 367 336 3.03 28 274 258 249 244 233 22
26 {772 553 464 414 382 359 329 296 277 266 250 241 236 225 213
28 | 764 545 457 4,07 376 353 323 2.90 271 260 244 235 230 218 206
304756 539 451 402 370 347 317 2.84 266 255 238 229 224 213 201
40| 7,31 518 431 38 351 3290 29 266 249 237 220 231 205 194 181
501 717 506 420 372 341 318 2.88 2566 239 226 210 200 194 1.8 1,68
60 | 7.08 498 4,13 365 334 312 282 250 232 220 203 193 18 174 160
70| 700 492 408 360 323 307 2,77 245 228 215 198 l,aa 1,82 1,69 153
80 | 6.96 4,88 404 356 325 304 2.74 2,41 224 211 19 1,84 1,78 165 149
00 | 690 482 39 351 320 299 269 236 219 206 1,89 179 173 1,59 143
50 | 6,81 475 391 344 314 292 262 230 212 200 1,83 172 166 151 133
00| 676 471 38 341 311 29 2.60 228 209 197 1,79 169 162 148 128
00| 670 466 38 336 306 28 255 2.23° 204 19 1,74 164 157 142 119
©» 1664 460 378 332 302 28 25 218 19 187 1,69 159 52 136 1,00

Tomada de: G.W. Snedecor ¥ W. G Cochran, Statistical Methods (82, edi ci 6n, 1967), im
prenta de W Universidad del Estado de lowa, Ames, lowa, con permiso de los

autores y del editor.
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52

51772
24033
45939
30586
03585

64937
15630
09448
21631
91097

50532
07136
27989
85184
54398

65544
08263
39817
62257
63298

74640
23491
60173
02133
79353

03355
64759
56301
91157
17480

25496
40876
64728
73949
21154

34371
65952
67906
04077
90276

42331
83587
52078
75797
81938

95863
51135
57683
77331
29414

95652
79971
10744
36601
97810

09591
85762
48236
79443
62545

29044
06568
25424
45406
82322

20790
98527
30277
60710
06829

42457
54195
08396
46253
36764

07839
64236
16057
95203
21944

46621
21960
11645
31041
96799

65304
62586
94623
52290
87843

73547
25708
56242
00477
32869

58892
39238
81812
02479
16530

62898
21387
55870
86707
85659

55189
41889
85418
16835
28195

76552
51817
90985
25234
11785

92843
18776
15815
30763
03878

93582
76105
56974
12973
36081

00745
25439
68829
48653
27279

50020
36732
28868
09908
55261

72828
84303
63700
92486
07516

04186
10863
37428
17169
50884

65253
88036
06652
71590
47152

24819
72484
99431
36574
59009

91341
99247
85915
54083
95715

19640
97453
93507
88116
14070

11822
24034
41982
16159
35683

52984
94923
50995
72139
38714

84821
46149
19219
23631
02526

87056
90581
94271
42187
74950

15804
67283
49159
14676
47280

76168
75936
20507
70185
38723

63886
03229
45943
05825
33537

Y]




INDICE DE SIMBOLOS Y NOTACIONES ESPECIALES

En la lista que sigue se encuentran los simbolos y notaciones particulares que se han empleado en este manual
junto con las paginas en las cuales se halla su definicion o en las que gparecen por primera vez. Los casos en los cuaes
un mismo signo pueda dar lugar a més de una sola interpretacion podrén ser aclarados por e contenido.

Simbolos

Ber, (x), Bei, @) 140

B(m,n) funcion beta, 103
B, nimeros de Bernoulli, 114
Cl®)  integral de coseno de Fresnel, 184
Ie(x) integral de coseno, 184

¢ base de los logaritmos naturaes, 1

€;,85,€3  vectores unitarios en coordenadas curvilineas, 124
fer ()  funci6n de error, 163
fcer(z)  funcion complementaria de error, 163
E = E(k, #/2) integra eliptica completa de segunda especie, 179
E(k,¢) integral eliptica incompleta de segunda especie, 179
le(x)  integra exponencial, 163

E, nimeros de Euler, 114

F(a, b; ¢;2) funcion hipergeométrica, 166
F(k,¢) integra eliptica incompleta de primera especie, 179
¥, F1 tranformada de Fourier y transformada inversa de Fourier, 175, 176
ki, hy, ks factores de escala en coordenadas curviliness, 124
H,(x) polinomios de Hermite, 151
'(%)(z) funciones de Hankel de primera y segunda especies, 136

t unidad imaginaria, 21

i, j,k vectores unitarios en coordenadas rectangulares, 117
I, () funcion modificada de Bessel de primera especie, 136
I () funcion de Bessel de primera especie, 136
K = F(k, 2/2) integrd eliptica completa de primera especie, 179
Ker, (2), Kei, (z) 140
K,(x) funcion modificada de Bessel de segunda especie, 139
Inz O log.x logaitmo natural de g, 24
logz O logy# logaritmo comin de x, 23
L,(x) polinomios de Laguerre, 153
Lu{(z) polinomios asociados de Laguerre, 155
L, L1 transformada de Laplace y transformada inversa de Laplace, 161
P, (x) polinomios de Legendre, 146
P;"(x) funciones asociadas de Legendre de primera especie, 149
Q,.(x) funciones de Legendre de segunda especie, 148
Qi (x)  funciones asociadas de Legendre de segunda especie, 150
¢ coordenada cilindrica, 49
r  coordenada polar, 22, 36
# coordenada esférica, 50
S(x) integral de seno de Fresnel, 184
Is(x)  integra de seno, 183
T.(z) polinomios de Chebyshev de primera especie, 157
U, (x) polinomios de Chebyshev de segunda especie, 156

Y, (x)' funcién de Bessel de segunda especie, 136
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y constante de Euler, 1

SIMBOLOS Y NOTACIONES ESPECIALES

Simbolos Griegos

'] coordenada esférica, 50

T(x) funcién gamma, 1, 101 T 1
{(x) funcion zeta de Riemann, 194 ¢ coordenada esférica, 50
1 1
¢ coordenada cilindrica, 49 &(p) la suma 1 +%+ 3 4o+ ;, $(0) = 0, 137
¢ coordenada polar, 22, 36 &(x) funcion de distribucién de ]a probabilidad, 189
\
Notaciones
A =B Aesigual aB
A >B A es mayor que B p B es menor que A

v=9=rw,
v = Sh= 1, e,
dr
Dr= pr

dy
af of &#f
] av' axavt ete.
e, ¥, 2)
a(""I.r g, u&)

AXB

V2= v.v
Vi = vV

‘A es menor que B o B es mayor que A

A es mayor que ¢ igual a B

A es menor que ¢ igual a B

A es aproximadamente igual & B

A es asintético a B 0 A/B se aproxima a 1, 102!

valor gbsolito de A

factorial de n, 3

coeficienies binomjates, 3

derivadas de ¥ o de f(x} con respectn a r, 53, 55

p-ésima derivada con respecto g x, 55
diferencial de y, 55

derivadas parciales, 56

Jacobiano, 125

integral indefinida, 57

integral definida, 94

integral curvilinea de A a lo largo de C, 121

producto escalar de A y B, 117
producto vectorial de A y B, 118
operador nabla, 120

operador laplaciano, 120
operador bi-arménico. 120




INDICE

Achatadas, coordenadas esferoidales. 128
laplaciano en, 128
Adicion, formulas de, para las funciones de Bessel, 145
para las funciones elipticas, 186
para las funciones hiperbdlicas, 27
para las funciones trigonométricas, 15
para los polinomios de Hermite, 152
Agnes, bruja de 43
Alargada, cicloide, 42
Alargadas, coordenadas esferoidales, 128
laplaciano en, 128
Aleatorios, tabla de nimeros, 262
Algebraicas, soluciones de las ecuaciones, 32.33
Amplitud, de un numero complgo, 22
de la integral diptica 179
Analitica, geometria plana (va® plana, geometria
analitica); del espacio (véase espacio, geometria
analitica del)
Angulo entre dos liieas, en € plano, 35
en e espacio, 47
Anti-derivada 57
Antilogaritmos, comunes, 23,195,204,295
naturales o neperianos, 24.226,227
Anualidad, factor de cantidad compuesta de, 201, 242
valor presente de, 243
Area, integralesde, 122
Argand, diagrama de, 22
Arltmetica, media, 185
Aritméticas, series, 107
Aritmetico-geometricas, series, 107
Armoénica, media, 185
Arquimedes, espirdl  de, 45
Asintotas de la hipérbola, 39
Asintéticos, desarrollos o formulas, de los nimeros de
Bernoulli, 115
de las funciones de Bessdl, 143
de la funcion gamma, 102
Asociadas, funciones de Legendre, 149,150 (vease
ademés Legendre, funciones)
de primera especie, 149
de segunda especie, 150
especiales, 149
férmulas de recurrencia para, 149
ortogonalidad  de, 150
series ortogonales de, 150
Asociados, polinomios de Laguerre, 155,156
(vease ademas Laguerre, polinomios de)
algunos g emplos de, 155
férmulas de recurrencia de, 156
funcién generadora de, 155
ortogonalidad  de, 156
resultados especiales que contienen, 156
series ortogonales de, 156
Asociativa,  ley, 117

Base de un logaritmo, 23
cambio de, 24
Ber v Bei funciones, 140, 141
definicion de las, 140
ecuacion diferencial correspondiente a las, 141
representacion gldfica de las, 141

265

Bernoulli, ecuacién diferencial de, 104

Bernoulli, nimeros de, 98, 107, 114. 115
definicion de los, 114
férmula asintética para los, 115
relacion con los nimeros de Euler, 115
series que contienen, 115
tabla de algunos de los primeros, 114

Bessel, funciones de, 136, 145
de orden igual a la mitad de un entero impar, 138
de primera especiey orden n, 136,137
desarrollos asintéticos de las, 143
de segunda especie y orden n, 136, 137
ecuacion diferencial modificada de, 138
formulas de adicién para las, 145
férmulas de recurrencia para las, 137
funciones generadoras de las, 137, 139
integrales definidas que contienen, 142.143

integrales indefinidas que contienen, 142
modificadas (vee modificadas, funciones de
Bessel)
productos infinitos de las, 188
representacion gdfica de las, 141
representacion integral de las, 143
series ortogonales de las, 144, 145
solucién general de las, 139
tablas de las, 244, 249
valores aproximados por igualacion a cero, 250
Beta, funcién, 103
relacion de la, con la funcién gamma, 103
Bi-armonico.  operador, 126
en coordenadas curvilineas, 125
Binomial, distribucion 189
Binomiales, series, 2,110
Binomio de Newton, coeficientes del. 3
formula del, 2
propiedades del, 4
tabla de valores del, 236, 237
Bipolares, coordenadas, 128,129
laplaciano en. 126
Brigsianos, logaritmos, 23
Bruja de Agnes, 43

Cadena, regla de derivacion en, 53
Caracol de Pascal, 41.44
Caracteristica, 194
Cardioide, 41, 42, 44
Cassini, 6valos de, 44
Catalan, constante de, 181
Catenaria, 41
Cauchy o Euler, ecuacion diferencial de, 105
Cauchy, retode, en seriesde Taylor. 110
Cauchy-Schwarz, desigualdad de, 185
para integrales, 186
Cero, igualacion a, de las funciones de Bessel, 250
Cero, vector, 116
Cicloide, 40,42
dargada, 42
reducida, 42
Cilindricas, coordenadas, 49,126
laplaciano en. 126
Cilindro diptico, 51
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aea de la superficie lateral del, 8.9
volumen del, 8 9
Circulo, érea del. 6
sector de (véase sector de un circulo)
segmento de (véase segmento de un circulo)
Circunferencia (perimetro de la), 6
ecuacion de la, 37
involuta de la, 43
Cisoide de Diocles. 45
Compleja, formula, para la transformada inversa de
Laplace. 161
Complejos, conjugados, 21
Complejos, numeros, 21, 22, 25
adicion de. 2
amplitud de, 22
conjugados, 2
definiciones relativas a los. 21
division de, 2L 25
forma polar de los, 22, 25
logaritmos de, 25
médulo de, 22
multiplicaciéon de, 21.25
parte imaginaria de, 21
parte real de, 2
raices delos, 22, 5
representacion gréfica de les 22
representacion vectorial de los, 22
sustraccion de, 21
Complementaria, funcién, de error.
Complemento, 20
Componentes de un vector, 117
Componentes, vectores, 117
Compuesta, tabla de factores de cantidad, 240
Comunes, antilogaritmos, 23, 195,204, 205
ejemplos de problemas en relacién con, 1%
tabla de, 204,205
Comunes, logaritmos, 23, 1% 202, 203
célculos mediante empleo de, 196
ejemplos de problemas en relacién con, 1%
tabla de, 202. M
Conicas, coordenadas, 129
laplaciano en, 129
Conicas, 37 (véase ademas elipse. parabola, hipérbola)
Conjugados  complejos, 21
Conmutativa, ley, para productos escalares, 118
para la adicién vectorial, 117
Cono eliptico, 51
recto circular (véase recto, cono circular)
Constante de integracién, 57
Convergencia, intervalode, 110
de series de Fourier, 1
Convergencia, tabla de factores de, 12
Coordenadas, curvas, 124
sistema de, Il
Coordenadas curvilineas, 124.130
cilindricas, 49, 126
esféricas, %0, 126
ortogonales notables, 126. 130
polares, 22,36
rectangulares, 36, 117
rotacion de, 36.49
transformacion de, 36.46.49
translacion de, 36.49

18

INDICE

Coseno, integral de, 184
de Fresnel. 184
tabla de valores del, 251
Cosenos, ley de los, para triangulos planos, 19
ley de los, para triangulos esféricos, 19
Cuadrada, funcién de onda, 172
Cuadradas, tabla de raices, 238, 239
Cuadrados, tabla de. 236, 239
Cuadrantes, |l
Cuadrética, solucion de la ecuacion, 32
Cuarto grado, solucién de la ecuacion de, 33
Clbica, solucion de la ecuacion, 32
Cubicas, tabla de raices, 238,239
Cubo, duplicacién del, 45
Cubos, tabla de, 2313,239
Curvas coordenadas, 124
planas notables, 4045
Curvilineas, coordenadas, 124,125
ortogonales, 124130
Curvilineas, integrales, 121,122
definicion de las, 121
independencia del camino de las, 121,122
propiedades de las, 121

Chebyshev, desgualdad de, 18
Chebyshev, ecuacién diferencial de, 157
solucion general de la, 159
Chebyshev, polinomios de, 157, 159
de primera especie, 157
de segunda espacie, 158
ecuacion diferencial de, 157
especiales, 157, 158
formulas de recurrencia para, 158,159
funciones generadoras de, 15718
ortogonalidad de, 156,155
relaciones que contienen, 159
series ortogonales de, 156,159
solucién general de, 159
valores especiales de, 157, 159

Definidas, integrales, 94-100
definicién de, 94
férmulas generales que contienen, 94,95
metodos aproximados para calcular las, %
tabla de, 95-100
Delta, funcién, 170
DeMoivre, teorema de, 22,25
Derivacion, 53 (véase ademas derivadas)
bajo el signo de integral, 95
reglas generales para la, 53
Derivadas, 53-56 (véase ademas derivacion)
anti-, 57
definicion de, 53
de las funciones elipticas, 181
de las funciones exponenciales y logaritmicas, 54
de las funciones hiperbdlicas y de las hiperbdlicas
reciprocas, 54, 55
de las funciones trigonométricas y de las trigono-
metricas reciprocas, 54
de orden superior, 55
de vectores, 119
parciales, 56
regla de la cadena para, 53

Descartes, folio de. 43



Desigualdades, 185,186
Dextrorso sistema, 118
Diferenciales, 55
reglas para las, 56
Diferenciales, ecuaciones, bésicas y sus soluciones,
104-106
Diocles cisoide de, 45
Directoras, cosenos, 46,47
nameros, 46,48
Directriz, 37
Discriminante, 32
Distancia, entre dos puntos en el mismo plano, 34
de un punto a una linea, 35
de un puntoa un plano, 48
entre dos puntos en el espacio, 46
Distribuciones de la probabilidad, 199
Distributiva, ley, 117
para productos escalaras, 118
Divergencia, 119
en coordenadas curvilineas, 1%
Divergencia, teorema de la, 123
Doble, férmulas del éngulo en funciones hiperbéli-
cas, 27
en funciones trigonométricas, 16
Duplicacion del cubo, 45
Duplicacion, férmula de, para las funciones de
gamma, 102

Ecuacion de una recta, 34
en forma canénica, 47
en forma paramétrica, 47

enformas e ¢ 0 interceptual, 34
forma normal de la, 35
general, 35

perpendicular a un plano, 48
Ecuacion del plano, forma general, 47

forma normal de, 48

forma segmentaria, 47

que pasa por tras puntos, 47

Eje x 1l

Eey, 11

Elipse, 7.37.38
Brea de la, 7

ecuacion de la, 37, 36
evoluta de la, 44
excentricidad de la, 36
foco de la, 38
perimetro de la, 7
semi-ejes mayor y menor de la, 7,36
Elipses homofocales 127
Elipsoide, ecuacién del, 51
volumen del, 10
Elipticas coordenadas cilindricas 127
laplaciano en, 127
Elipticas, funciones, 179-182 (véase ademas elipticas,
integrales)
d e Jacobi, 180
derivadas de, 181
desarrollos en series de, 181
férmulas de adicién para, 130
identidades que contienen, 181
integrales de, 192
periodos de. 181
valores especiales de, 182
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Elipticas, integrales, 179, 11 (véase ademas elipticas,
funciones)
amplitud de, 179
de primera espacie, 179
de segunda espacie, 179
de tercera especie. 175. 180
relacion de Legendre para, 182
tablade valores de las, 254,255
transformacién de Landen para, 180
Eliptico, cono, 51
cilindro, 51
paraboloide, 52
Envolvente, 44
Epicicloide, 42
Error, funcién de, 163
complementaria, 18
tabla de valores de, 257
Escala, factores de, 124
Escalar, producto, 117, 118
Escalares, 116
Escalonada, funcién, 173
Esfera, ecuacion de la, %
area de la superficie de la, 9
triangulo sobre (véase esférico triangulo)
volumen de la, 8
Esfericas, coordenadas, 50,126
laplaciano en, 126
Esférico, area de la superficie del casquete, 9
volumen comprendido por el casquete, 9
Esférico, triangulo, area de un, 10
reglas de Napier para un, que tiene un angulo
recto, 20
relaciones entre los lados y éangulos de un, 19, 20
Espacio, férmulas de geometria analitica del, 46-52
Espiral de Arquimedes, 45
Euler, constante de, !
Euler, identidades de, 24
Euler-Maclaurin.  férmula sumatoriade, 109
Euler o Cauchy ecuacion diferencial de, 105
Euler, nimeros de, 114, 115
definicion de, 114
relacion de, con los nimeros de Bernoulli, 115
series que contienen, 115
tabla de algunos de los primeros, 114
Evoluta de la elipse, 44
Exacta, ecuacion diferencial, 104
Excentricidad, definicién de la, 37
de la elipse, 38
de la hipérbola, 39
de la parabola, 37
Exponencial, integral, 18
tabla de valores de, 251
Exponenciales, funciones, 232, 200
ejemplos de problemas que incluyen el célculo de,
200
desarrolloen series de, 111
periodicidad de las, 24
relacion entre, y las trigonométricas, 24
tabla de. 226,227
Exponentes 23
Extremo de un vector, 116

F, distribucion, 189
valores percentiles %0 y 999 de la. 20, 261
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Factores, 2
Factorid de n, 3
tabla de valores de, 234
Foco de una conica, 37
de la dipse, 38
de la hipérbola, 39
de la pardhola, 38
Fourier, series de, 131135
convergencia de, 13
definicion  de las, 131
forma complga de, 131
identidad de Parseval para, 131
notables, 132-135
Fourier,  teorema de la integral de 174
Fourier, transformadas de. 174-178
en coseno, 176
en seno, 175
definicién de, 175
identidad de Parseval para, 175
tabla de, 176-178
teorema de convolucion para, 175
Frend  integrales de seno y de coseno, 184
Frullani, integral de, 100

Gamma, funcién, 1. 101.102
algunos valores de la, 101
como producto infinito, 102.188
definicion de la, 101, 102
derivadas de la, 102
desarrollos asintéticos de la, 102
formula de duplicacion, para la, 102
formula de recurrenciapara la, 101
para valores negativos, 101
relacion con la funcién beta, 103
relaciones que contienen la, 102
representacion gréfica de la, 101
tahla de valores de la 235
Gauss, plano de, 22
Gauss, teorema de 123
Generadoras, funciones, 137, 139. 146, 149. 151, 153,
155,157,158
Generalizada. formula, de integracion por partes, 59
Geométrica, media, 185
Geométricas, formulas, 5-10
Geométricas, series, 107
aritmético-, 107
Gradiente, 119
en coordenadas curvilineas, 125
Grados, 1.199.200
conversion de, en radianes, 199,200,223
relacion entre, y radianes, 12, 199,200
Green. primeray segunda identidades de, 124
Gremn, teorema de, 123

Hankd,  funciones, 138
Heavisde, funcion unitaria de, 173
Hermite, ecuacion diferencial de, 151
Hermite, polinomios de. 151,152
gemplos representativos de, 151
formulas de adicion para, 152
férmulas de recurrencia para, 151
formula de Rodrigue para, 151
ortogonalidad de, 152
resultados especiales que contienen, 152

series  ortogonales de, 152
Hipérbola 37,39
asintotas  de, 39
ecuacion de, 37
excentricidad de, 39
foco de, 39
longitud de los € es mayor y menor de, 39
Hipérbolas homofocales 127
Hiperbdlicas, funciones, 26-31
de argumentos negativos, 26
definicién de, 26
desarrollo en series de las, 112
gemplos de problemas para calcular los valores de,
200, 201
formulas de adicion  para, 27
férmulas del angulo doble pera las, 27
formules del angulo mitad para las, 27
férmulas del angulo mdltiplo para las, 27
periodicidad de las, 31
potencias de, 28
reciprocas (vease recfprocas — funciones hiperbdlicas)
relacién entre, y las trigonoméricas, 31
relaciones entre las, 26, 28
representacion gréfica  de las, 29
suma, diferencia y producto de, 26
tabla de valores de, 226233
Hiperbdlico paraholoide, 52
Hiperboloide de una sola hoja, 51
de dos hojas, 52
hipergeométrica ecuacion diferencial, 160
distribucion, 189
Hipergeométricas funciones, 160
casos especiales de, 160
propiedades varias de las, 160
Hipocicloide  en general. 42
de cuatro picos, 40
Hoa de Descartes. 43
Holder, desigualdad de, 185
para integrales, 186
Hornofocales, dipses, 127
coor denadas elipsoidales, 130
coordenadas peraboloidales, 130
hipbrbolas, 127
parabolas 1%
Homogénea, ecuacion diferencial, 104
lineal de segundo orden, 105

Imaginaria, parte, de un ndmero ‘complgo, 21
Imaginaria,  unidad, 21
Impropias, integrales, 94
Indefinidas, integrales, 57-93
definiciéon de, 57
tabla de, 60-93
transformacion de, 59,60
Infinitos, productos, 102,188
series de, (vease series)
Integracién, 57 (véase ademas integrales)
constantes de, 57
reglas generales para le, 57-59
Integracion por partes. 57
formula generalizada para la, 59
Integral, teorema fundamental de calculo 94
Integrales  definidas (véase definidas  integrales)



curvilineas
dobles, 22
impropias, 94
indefinidas (véase indefinidas, integrales)
mdltiples, 122, 125
gue contienen vectores, 121

Interseccion con € ge x, 34

Interseccion con € ge y. 34

Intersecciones, 34. 47

Interés, 201, 240-243

Interpolacion, 195

Intervalo de convergencia, 110

Inversion de series de potencias, 113

(véase curvilineas, integrales)

fnvduta ~ de la circunferencia, 43
Jacobi.  funciones elipticas de, 160
Jacobiano, 125

Ji-cuadrado. distribuciéon, 189
valores percentiles, 259

Ker y Kei, funciones, 146,141
definicion de las, 140
ecuacion diferencial para las, 141
gréficas de las, 141

Lagrange, resto de, en seriesde Taylor, 110
Laguerre, ecuacion diferencial asociada de, 155
Laguerre ecuacion diferencial de, 153
Laguerre, polinomios de, 153,154

asociados (veaxe asociados, polinomios de Laguerre)

especiales, 153

férmulas de recurrencia para loa, 153

férmula de Rodrigue para loa. 153

funcién generadora de los, 153

ortogonalidad de los, 154

series  ortogonales para los, 154
Landen, transformacion de, 180

Laplace, formula para la transformada inversa de,
161
Laplace, transformadas de, 161-173
definicion ~ de las, 161
inversas, 161
tabla de, 162-173
Laplaciano, 126

en coor denadas curvilineas, 125

Legendre, ecuacion diferencial asociada de, 149
solucibn  general de la, 156

Legendre, ecuacion diferencial de, 106,146
solucién general dela, 146

Legendre, funciones de, 146-148 (véase ademas

Legendre. polinomios)

asociadas (veaxe asociadas, funciones de Legendre)
de segunda especie, 146

Legendre polinomios de. 146, 147

Legendre. funciones de)

especiales, 146
formula de Rodrigue para los, 146
formula de recurrencia para los, 147
funcién generadora de los, 146
ortogonalidad de los, 147
resultados especiales que contienen, 147
series ortogonales de, 147
tabla de valores de los, 262,253

Legendre, relacion de para las integrales dipticas

(vease ademas

182
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Leibnits  regla de, para derivar bajo @ signo de inte-
ral, 9
pagra derivadas superiores de productos, 55
Lemniscata, 40.44
Linea recta, ecuacion de una (véase ecuacion de una
linea recta)
Lineal, ecuacion diferencial, de primer orden, 104
ecuacion diferencial, de segundo orden, 105
Logaritmicas, funciones, 23-25 (véase ademas logarit-
mos)
desarrollo en series de las, 111
Logaritmos, 23 (veae ademas logaritmicas,
antilogaritmos y (véase antilogaritmos)
base de los, 23
brigsianos, 23
cambio de base de los, 24
caracteristica de los, 194
comunes (véase comunes, logaritmos)
de funciones trigonométricas, 216221
de nimer os complgos, 25
mantisa de los, 1%
naturales, 24

funciones)

Maclaurin, series de, 110
Mantisa, 194
Medio, teorema del valor, para integrales definidas,
94
forma general de, %
Mitad, férmula del angulo
licas, 27
para funciones trigonometricas, 16
Minkowsky, desigualdad de, 166
para integrales, 186
Modificadas, funciones de Besd, 136.139
ecuacion  diferencial para las, 136
de orden igual a la mitad de un entero impar, 146
formulas de recurrencia para las, 139
funcién generadora de las, 139
representacion gidfica  de las, 141
Médulode  un nimero compleo, 22
Momentos  de inercia importantes, 190. 191
Movimiento en sentido contrario al de las manecillas
del relogj, I
Multinomial, férmula, 4
Mdltiplo, formula para e angulo en funciones hiper-
bélicas, 27
en funciones trigonometricas, 16
Multiples, integrales, 122
transformacién de, 125

Nabla.  operador, 119
férmulas varias que contienen, 120
Napier, regla de 29
Naturales, logaritmos y antilogaritmos, 24, 196
tablas de, 224-227
Neperianos,  logaritmos,
tablas de, 224,225
Neumann, funcién de, 136
No-homogénea, ecuacion lineal de segundo orden, 105
Normal, breas bhajo la curva, 57
ordenadas de la, 256
Normal de direccién positiva (dirigida hacia € exte-
rior). 123
unitaria, 122

para funciones hiperb6-

24, 1%
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Normal, distribucién, 189

Normal, ecuacion de una linea recta en forma, 35
ecuacion del plano en forma, 48

Nula, funcion, 170

Nulo, vector, 116

Numeros complejos (véase complejos, nimeros)

Origen de un vector, 116
Oltogonales, coordenadas curvilineas, 124130
formulas en las que entran, 125
Ortogonalidady  ortogonales, series, 144,145147,150,
152.154,156,158,159
Ovalos de Cassini, 44

Parabola, 37,38
ecuacion de la, 37, 38
excentricidad de la, 37
foco de la, 38
segmento de (véase segmento de pardbola)
Parabolas homofocales 126
Parabdlica, férmula, para calcular integrales defini-
das, 95
Parabdlicas, coordenadas cilindricas, 126
laplaciano en, 126
Paraboloidales, coordenadas, 127
laplaciano en, 127
Paraboloide de revolucion, volumen del. 10
Paraboloide eliptico, 52
hiperbélico. 52
Paralelas, condicién para que dos lineas rectas sean,
35
Paralelepipedo rectingulo  (véase rectangulo paralele-
pipedo)
volumen del, 8
Paralelogramo, area del, 5
perimetro del, 5
Paralelogramo, ley del, para la adicion de vectores, 116
Parciales. derivadas, 56
Parciales, desarrollo en fracciones, 187
Parseval, identidad de, para transformadas de
Fourier, 176
para series de Fourier, 131
Pascal, caracol de, 41.44
Pascal, tridngulo  de, 4,236
Pendiente de una linea recta, 34
Perpendiculares, condicién para que dos lineas rectas
sean, 35
Piramide volumen de la, 9
Plana, férmulas de geometria analitica, 34-39
Plano, area de un tridngulo 5,35
Plano, ecuacion del (véase ecuacion del plano)
Plano, tridngulo ley de los cosenos para un, 19
ley de las tangentes para un, 19
ley de los senos para un. 19
perimetro de un, 5
radiodel circulo circunscritoa un, 6
radio del circulo inscrito en un, 6
relaciones entre los lados y angulos de un, 19
Poisson, distribucién de, 189
Poisson, formula sumatoria de, 109
Polar, forma, expresada como exponencial, 25
de un nimero complejo, 22.25
multiplicacién y divisiéon en, 22
operaciones en, 25

Polares, coordenadas, 22.36
transformacién de coordenadas rectangulares a, 36
Poligono  regular (véase regular, poligono)
Potencia, 23
Potencias, series de, 110
inversion de, 113
Presente, factor de valor, de un monto, 241
de una serie uniforme, 243
Principal, rama, 17
Principales, valores, de funciones hiperbélicas recipro-
cas. 29
de funciones trigonométricas reciprocas 17, 18
Probabilidad, distribuciones de la. 189
Productos infinitos, 102, 186
notables, 2
Pulsaciones, funcién de, 173

Radianes, 1.12, 199,200
relacion entre, y grados, 12,199,200
tabla de conversion de, 222
raices de los nimeros complejos, 22,25
tabla de cuadrados y cubos, 238,239
Rama principal, 17
R parte, de un nimero complejo, 21
Reciprocas, funciones hiperbdlicas, 2931
definicion de las, 29
expresadas por medio de funciones logaritmicas, 29
relacion entre, y las trigonométricas reciprocas, 31
relaciones entre las, 30
representacion gréfica de las, 30
valores principales de las, 29
Reciprocas, funciones trigunométricas, 17-19
definicion de las, 17
relacién entra, y las hiperboélicas reciprocas, 31
relaciones entre las, 18
representacion gréfica  de las, 1819
valores principales de las, 17
Reciprocas, transformadas de Laplace, 161
Reciprocos, tabla de, 238,239
Rectangular, férmula, para calcular integrales defi-
nidas, 95
Rectangulares, coordenadas, transformaciéon de, a
coordenadas polares, 36
Rectangulares, sistema de coordenadas, 117
Rectagulo, éarea del, 5
perimetro del, 5
Rectagulo, paralelepipedo, volumen del, 8
Area de la superficie del, 8
Rectificada, funcion de onda senoidal, 172
semi-, 17 2
Recto, tronco de cono circular, (véase tronco de cono
recto circular)
superficie lateral, Area de la, 9
volumen del, 9
Recurrencia, formulas de, 101. 137, 139, 147, 149, 151,
153,156,158,159
Reducida, cicloide, 42
Regular, Area de un poligono, 6
Regular, poligono, circunscrito a un circulo, Ara de, 7
inscrito en un circulo, 7
perimetro de, 6
Riemann funcion zeta de, 184
Rodrigue, formulas de, 146.151.153
Rosa de tras y cuatro pétalos 41



Rotacion de coordenadas en el plano, 36
en el espacio, 49

Rotor, 120
en coordenadas curvilineas, 125

Schwarr, desigualdad de,
desigualdad de)
Sector de un circulo, longitud de arco del, 6
Aren del, 6
Segmento de circulo, Area del, 7
Segmento de pardbola  Area del, 7
longitud de arco del, 7
Semi-rectificada. funcion de onda senoidal, 172
Seno-integral de, 163
de Fresnel, 164
tabla de valores de. 251
Senos. ley de los. para tridngulos
ley de los, para tridngulos
Separacion de variables, 104
Series, aritmétrcas 107
aritmético-geométricas
binomiales. 2.106
de Fourier (véase Fourier. series de)
de potencias, 110,113
de potencias de enteros positivos, 107,106
de reciprocos  de potencias de enteros positivos, 106.
109
de Taylor (vAase Taylor. series de)
geométricas. 107
ortegonales (vAase ortogonalidad y series ortogona-
les)
Sierra, funcién de onda en diente de, 172
Simple. curva cerrada, 123
Simpson, férmula  de, para calcular integrales defini-
das, 95
Soluciones de las ecuaciones algebraicas
Stirling, series asint6ticas de, 102
formula de, 102
Stoke. teorema de, 123
Student, distribucion t de. 169
valores percentiles de la, 256
Sumas (véase series)
Sumatoria, féormula, de Euler-Mclaurin 109
de Poisson. 109
Superficie. integrales de. 122
relacién entra las. y las integrales dobles, 123
Superiores, derivadas, 55
reglade Leibnitzpara las, 55

(vAase Cauchy-Schwars.

planos, 19
esféricos 19

107

32,33

Tangentes, ley de las. para tridngulos planos, 19
ley de las, para triangulos  esféricos, 20
Tangentes, vectores, a algunas curvas, 124

Taylor, series de. 110:113
de funciones de dos variables, 113
de funciones de una sola variable, 110

Toro, Ama de la superficie del. 10
volumen del, 10

Toroidales. coordenadas, 129
laplaciano en, 129

Tractris, 43

Transformacién. jacohiano de la, 125
de coordenadas, 36.46,49,124
de integrales, 59.60.125

Translacién de coordenadas en el plano, 36
en el espacio, 49
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Trapecio, Ares del, 5
perimetro del. 5
Trapezoidal, férmula,
definidas, 95
Triangular, desigualdad, 165
Triangular, funcién de onda, 172
Trigngulo  plano (véase plano, tridngulo
esférico (véase esférico  triangulo)
Trigonométricas funciones, 11-29
de angulos negativos, 14
definicion de las. Il
de loa diversos cuadrantes reducidas al primer
cuadrante, 15
desarrolloen series de las, 111
ejemplos de problemas relacionados con las, 197-19
férmulas de adicion para las, 15
formulas generales que contienen, 17

para calcular las integrales

férmulas del éngulo  doble para las, 16
formulas del angulo mitad para las. 16
formulas del dngulo  mdltiplo para las, 16

potencias de, 16
reciprocas (véase reciprocas funciones
trigonométricas)

relacién entre las. y las funciones exponenciales,

relacion entre las, y las funciones hiperbdlicas, 31

relaciones entre las. 12. 15

representacion grifica de las. 14

signos y variaciones de las, 12

suma, diferencia y producto de las, 17

tabla de las. en grados y minutos, 206211

tabla de las. en radianes, 212-215

tabla de logaritmos de las, 21621

valores exactos de las, para diversos angulos 13
Triples, integrales. 122
Trocoide, 42
Tronco de cono circular recto,

lateral de, 9
volumen del, 9

24

drea da la superficie

Unitaria, funcion, de Heaviside. 173
Unitaria, normal, auna superficie. 122
Unitarios, vectores, 117

Vectores ley del paralelogramo para. 116
sumade, 116.117
tangentes, 124
unitarios, 117
Vectorial, formulas  de andlisis 116130
Vectorial, leyes de algebra 117
Vectorial. notacion, 116
Vectorial, producto, 118
Volumen, integrales de, 122
Vector nulo, 116
Vectores, 116
adicion de, 116.117
componentes de. 117
definiciones fundamentales
igualdad entre dos. 117
multiplicacién de. por escalares, 117
nimeros complejos representados como, 2

relativas a los. 116, 117

Walli,
\Weber,

producto de, 166
funcion de, 136

Zeta, funcién de Riemann. 164



N

. El objetivo de este manual es presentar un conjunto de
formulas y tablas matematicas- que seguramente seran
de gran valor para los estudiantes e investigadores en
materias como matematicas, fisica, ingenieria y otras.

. Los temas tratados oscilan desde los elementales has-
ta los avanzados. \

. Entre los temas-elementales figuran el algebra, la geo-
metria, la trigonometria, la geometria analitica y el calculo.
Entre, los termas avanzados figuran las ecuaciones dife-
renciales, el andlisis vectorial, las series de Fourier, las
funciones gama y beta, las funciones de Bessel y de Le-
grende, las transformadas de Laplace y Fourier, las fun-

ciones elipticas y algunas otras furiciones especiales
importantes. M
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. Este manual esta dividido en dos partes pnncupales en

la primera estan contenidas las férmulas matematicas al

tiempo que se tratan otros asuntos, tales como definicio-
nes, teoremas, graficas, diagramas, etc., que son-esen-
ci“aies para la correcta comprensic’m y aplicacion de las‘------ L

fales como Ios valor&& las funciones elementales
(trigonométricas, Iogantmwas exponenclales hiperbo-
licas, etc.).
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